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Historische Einleitung zum dritten Buch. 





8 150. 
Historische Einleitung zum dritten Buch. 
Definition: Eine quadratfreie Zahl ist eine positive ganze 


Zahl, welche durch kein von 1 verschiedenes Quadrat, d.h. 
durch kein Primzahlquadrat teilbar ist: 


12,238. 9..0,2.°, 
Definition; Es bezeichnet u(n) folgende zahlentheoretische 
Funktion: 
ul)=]1, 
u(n) = 0 für nicht quadratfreie n, 
u(n)= (— 1) für ein quadratfreies n, welches 


aus o verschiedenen Primfaktoren besteht. 


Es ıst also 
ed) —=1, 
u2).=— 1, 
u) =-1, 
u(4) =, 
uw) =-1, 
u(6) =|1, 
Bene et, 
u(8) =d, 
u(9) =, 
u(10)=1 


USW. 
37" 
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Euler”) vermutete 1748 mit heuristischem Beweis, daß die Reihe 


oo 

un) _ 1 1 1 1 
Der -1-4-4-141 FaamhER 
n=1 


konvergiert und N ist. 
Möbius? vermutete 1832, daß 


u (n) log n 
>: en 
n=1 


konvergiert und = — 1 ist, gleichfalls mit heuristischer Begründung. 
Herr Gram® bewies 1884, daß 


un) 
00) 
n=1 
ist. 
Erst 1897, unter Benutzung der Hadamardschen Sätze über die 
Produktzerlegung von 


(8 2 1)&(s), 


konnte Herr von Mangoldt®) die Eulersche Behauptung beweisen, daß 


n=1 


ist, d. h,, 


gesetzt, dab 
() 9a) = o(l) 


ist; gleichzeitig bewies er, wenn 
Sun) - Ma) 

gesetzt wird, daß 

(2) M(x) = o(@) 


1st. 





1)42,8. 289, 

2) 1a, 8. 122; 1b, 8. 611. 
3) 1, $. 197—198. 

4) 4; 5. 
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1899 bewies ich® die Eulersche Vermutung (1), sowie die Re- 
lation (2) auf Grund des Primzahlsatzes durch daran anschließende 
elementare Schlüsse, ohne nochmals die Theorie der Zetafunktion zur 
Anwendung zu bringen. 

Gleichzeitig erschien 1899 Herrn de la Vallee Poussins bahn- 
brechende Arbeit?, die den Primzahlsatz zu 


(3) (x) = Lil) + O (we Vie?) 


verschärfte; damit konnte Herr de la Vallee Poussin, wie er im 
Schlußkapitel® ausführte, statt (1) sogar 


1 
a) = Ole) 
beweisen. 


Aus (3) schloß ich® noch 1899 durch eine Kette elementarer 
Überlegungen weiter, daß 





x 


Dim log n RENT 
n 


n=t 


ist, d.h. ich bewies die Möbiussche Behauptung. Ebenso schloß 
ich® im Jahre 1901 aus (3) unter äußerster Ausnutzung meiner ele- 
mentaren Schlußkette weiter, daß 


gex) = 0 (1:5) 


und sogar für ein gewisses konstantes c 


1 
Er A| Won) 


log xe 





ist; gleichzeitig bewies ich, daß 


M(x) = A Ser 


log xe 





ist, und, wenn 


Sch 
fa) Der 
n=1 
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gesetzt wird, daß ae Pas 
f(x) AR EL, o (eos?) 


Ich mußte 1903 den üblichen Weg der Behandlung der Prim- 
zahlprobleme verlassen und ab ovo meine Methoden anwenden, um 
endlich — mit gleicher Annäherung wie bei jenen Problemen — be- 
weisen zu können, daß für jedes q 


(4) a) Oz) 


1st. 


(5) el Oferz ah 
2 x 

(6) IE) = Olar.) 

ist. Ich bewies nämlich 

() Ma) = Ole Ye), 


woraus (6) unmittelbar, (4) und (5) leicht folgen. In (7) hätte ich 
damals 12 durch jede Zahl > 10 ersetzen, aber nicht weiter verkleinern 
können. 

Erst 1903 bewies ich”, daß bei passend gewähltem konstanten « 


M(x) = O0 (ze zhiaa) 


ist, was für 9(x) und f(x) die entsprechende verbesserte Restabschätzung 
liefert, also insbesondere 


9x) = N 


und 


für alle y >2. 

Parallel zu diesen Eigenschaften von u(r) konnten die — mehr 
oder weniger von den betreffenden Autoren besonders hervorgehobenen — 
Eigenschaften der Funktion A(n) bewiesen werden, welche folgender- 
maßen definiert ist: 

ı1)=]1, 
A(n)= (— 1) für ein aus o Primfaktoren (mehrfache mehr- 


fach gezählt) zusammengesetztes n: 





1) 14. 
2) 34, S. 250— 252. 
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t Habs 
AN 
al, 
ae ae 
ee 
BER AL, 
I. 
a 
19) =1, 
lea 


Insbesondere hatte schon Euler!) heuristisch begründet, daß 


Sr0-: 


n=1 
ist. 

Im folgenden werde ich erst die Sätze über u(n) beweisen und 
daraus durch eine gewisse Transformation die betreffenden Eigen- 
schaften von A(n) rasch entwickeln. 

Insbesondere ist die summatorische Funktion 


L(&) I (n) 


— (0) (we Ar 


Bereits die erste, zuerst von Herrn von Mangoldt bewiesene, nicht 
triviale Abschätzung 
Le) = (a). 


besagt ein wichtiges zahlentheoretisches Gesetz: 

Es gibt bis x asymptotisch ebensoviele Zahlen, welche 
aus einer geraden Anzahl von Primfaktoren zusammengesetzt 
sind, als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Prim- 
zahlen bestehen. 

Der entsprechende, zuerst von Herrn von Mangoldt bewiesene 


Satz über M (x) 
() U) = 0(a) 


1) 1, S. 186. 
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bedeutet, wenn man hinzunimmt (was später”) bewiesen werden wird), 
daß die Anzahl der quadratfreien Zahlen bis & 


Aa) = 2 + 002), 
also 
lim 2 
En x 
vorhanden und > ist: 

Unter den quadratfreien Zahlen bis x gibt es asym- 
ptotisch ebensoviele, die aus einer geraden, als solche, die 
aus einer ungeraden Anzahl von Primfaktoren zusammen- 
gesetzt sind. 

Der Satz (2) läßt auch eine geometrische Interpretation zu, durch 
‘die natürlich sein Beweis um nichts gefördert wird. Bekanntlich hat 
die Summe der primitiven »ten Einheitswurzeln genau den Wert, den 
wir oben mit wu(n) bezeichnet haben. Das beweist man, wenn jene 
Summe vorläufig mit m(n) bezeichnet wird, so: 

1. Es ist 

meet 


2. Für n—=» (Primzahl) ist die Gleichung, der die primitiven 
nten Einheitswurzeln genügen, - 





ie Ph TEE SI 
== Ö, 
also die Wurzelsumme 
np) 
3. Für n= p’(v > 2) ist jene Gleichung 
Be — te) Lei DL... 41 
ae —1 
— 0, 


also, da das Glied mit aP""'(#-D-1 fehlt, 
nu(ay—= 0. 
(n,,n)—1 


m(n,n,) = m(n,)m(n,); 


4. Für 


ıst 


1) In 8 152. 
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denn bekanntlich entstehen die p(n,n,) = p(n,)p(n,) primitiven n, n,ten 
Einheitswurzeln durch Multiplikation einer der p(n,) primitiven »,ten 
mit einer der p(n,) primitiven n,ten. 
Daher ist allgemein, wenn die Zerlegung von n in Primzahl- 
potenzen 1 3 
es a 
lautet, 


m(n) —— m(p‘!) en (pie) Ä 


also, falls auch nur ein v>2 ist, 


m(n) = 0 
und, falls alle v = 1 sind, 

mn) = (— 1). 
Folglich ist immer 

m(n) = u(n). 


Daher ist für z>1 = 
Mo) = Zu(n) 


die Summe aller primitiven Einheitswurzeln 1ten, 2ten, ---, [x]ten 
Grades, d. h. die Summe aller Zahlen, welche Einheitswurzel vom Grade 
<x sind, jede solche (wenn sie Einheitswurzel verschiedener Grade 
ist) nur einmal gerechnet. M(x) ist also die Summe der komplexen 
Zahlenwerte der Eckpunkte des in den Einheitskreis einbeschriebenen 
regulären 1-Ecks, 2-Ecks, 3-Ecks, - - -, [x]-Ecks, wo jedes dieser Poly- 
gone vom Punkte 1 aus einbeschrieben ist, und wo jeder geometrische 
Punkt nur einmal zählt. Der Schwerpunkt dieses Punktsystems ist 
also, da es p(n) primitive nte Einheitswurzeln gibt, wenn 


Sp) = 2) 
gesetzt wird, 
Me) 
DB (x) 





Nun Beveist man leicht 
3 
D(x) wm S%, 2 


wie später”) ausgeführt werden wird; daher ist der Satz (2) wegen 





M («) 

M() _ 
5) Bla) 
Ss 


1) Vgl. $ 152. 
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völlig identisch mit Me) 
lım & Ey gErE 0, ® 

20, Pi 

d. h, x ganzzahlig angenommen, mit der Tatsache: 

Konstruiert man in einem Kreise von einem festen Pe- 
ripheriepunkt aus alle regulären Polygone bis zum x-Eck, 
so nähert sich der Schwerpunkt des entstehenden Punkt- 
systems so stark dem Mittelpunkt des Kreises, daß er sogar 
bei x-facher Vergrößerung der Figur für = in den 
Mittelpunkt rückt. 





Zehnter Teil. 


Elementare Methoden (einschließlich der Anwendung: 
reeller Dirichletscher Reihen). 


Neununddreißigstes Kapitel. 


Identitäten über u(n). 
8-10; 
Fundamentaleigenschaften. 
Satz: Es ist 


(1) PIAC -() fürn>]l. 


ll fürn il, 


Beweise: 1. Für n=1 ist die Summe 
ai 1; 
Für n>1 sei, in Primzahlpotenzen zerlegt, 
nen PR. 


Dann hat e 


Du(d) 


d|n 


2% nicht verschwindende Glieder, welche den Divisoren 
dpi: \ ph (B; elle: ß, =, 1) 


entsprechen. Die Summe ist also, wenn zuerst d= 1, dann die (2) 


Zahlen d=p,, dann die (3) Zahlen d= p,p,, ::: berücksichtigt 
werden, 
ae 
—=(. 
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2. Der Satz folgt aus der für s>1 gültigen Identität” 


Re 


n=1l p 


denn nach ihr ist für s>1 


x 


> un) 1 
im gi)’ 
MR 


Peer = :&(8) 
n=] 


un) TI 1 
(2) SONST 


| n=l 


folglich ist nach dem Eindeutigkeitssatz des $ 35 
Zulg.1 
Ten 


gleich dem Koeffizienten von —- links, d. h. 1 für n = 1, sonst 0, 


Satz: Es ist für allex >1 


2) = 


Beweise: 1. Wird (1) übern=1, ---, [x] summiert, so erhält man 


1-3 Yu) 


n=1 d|n 


(3) — Nu(d)-1 


dmsx 
x d 
- Du(d) 21 
d=1 m=1l 
1) Deren Richtigkeit ersieht man in oftmals angewendeter Manier aus 
| | (1 % —) EN 
‚= 
p n“ 
»pSE n=1 
u BL Br 


n=xc+l1 
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- De(a)|5| 
d=1 
- Dem)|-|- 
n=1 


2. Aus (2) folgt die Behauptung durch Gleichsetzen der Summe der 
ersten [x] Koeffizienten auf beiden Seiten, welche eben sofort zu (3) 
führt. 














8 152. 
Umkehrungsformeln. 


Satz: Es sei F(n) irgend eine zahlentheoretische Funk- 
tion und G(n) aus ihr durch die Gleichung 


(1) G(n) = IF (d) 
definiert. Dann ist 5 
Fo)=- Due (F)- 
d|n 


Daß überhaupt durch G(n) umgekehrt F(n) eindeutig bestimmt 
ist, ist klar, da nach (1) 
F(n)= G(n) Fa) 
F d<n 


ist, was eine Rekursionsformel darstellt. 
Beweis: Aus (1) folgt 


ud El) dIFO, 
Zu ea) Zu ZIF® 


- Sud) FW 
- IF) Zu(a) 


EN 
a 


| ‘ = Fin), 
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da nach dem ersten Satz des $ 151 die innere Summe 


nur für = l, d.h. fürö=n den Wert 1, sonst den Wert O hat. 
Beispiel: Bekanntlich ist 


und wirklich 


@) RD 
d|n 


1 D.@aG]+B). 


also für © > 1 nach dem zweiten Satz des $ 151 


x 


%@)=-,Du@lz]) +3 


| 


1 Ir@@-)+3, 
da=1 


® 
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wo 


ist, folglich 


D(a)=5 DICH u OD; 


(8) 


er Aue 


=0X 


wie in $ 150 ne war. 


genauer 


(4) 


2 
MM 8 
ag 


0<9=-G9ld,x)<1 


+24} 


SEC + O(xlogx), 


1 u (d) 
2 d’ 


250%) 


ud) _ Du Sud) 
d’ d? d? 
d=1 d=1 el 
u(d) 1 
5 > 2 1a, Se 
ar! n=ac+1 
6 1 
El.) 


P(x)= = x + O(xlog«). 


uhren ist nach (3) wegen 


Trotzdem man in der Primzahltheorie alle elementar erhaltenen 
Abschätzungen weit verschärfen konnte, ist über ®(x) auch unter Zu- 
hilfenahme aller Werkzeuge nichts weiter zutage gefördert worden als 
diese so naheliegende Akhseioe (4). 

Satz: Es sei F(x) irgend eine für alle! «>1 definierte 
Funktion und G(x) alsdann durch die Gleichung 





1) Nicht nur für ganze x >1. 
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definiert. Dann ist für <>1 


Fa) =-D)un) CH). 


Beweis: Es ist für 1<n<x 


Du) (5) = Dun) S () 
> (1) 28 (n) 
= F(x). 


Wenn F(x) für 0 <x<1 als O definiert ist, bleibt die gefundene 
Identität für alle > 0 richtig. . 


Beispiele: 1. Es mögen y(x) und 7(x) die gewöhnliche Be- 


deutung haben. Aus 
Ko) el) 
”na=1 


va) = Dur) 


n=1l 


folgt für x > 0 


Dies ist übrigens nichts anderes als eine Übersetzung der Gleichung 


MO: Bi 
vr ee (9), 


Dan DD 
N‘ 07° N’ n® 
»=1l n=1l n=1l 


2. Wenn alle Zahlen bis x nach ihrem größten quadratischen 
Teiler g* klassifiziert werden, gibt es offenbar zu q? genau 
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derartige Zahlen; denn der Quotient jeder Zahl <x durch ihren 








größten quadratischen Teiler 9? ist quadratfrei und < 7 Daher ist 
tür >) = 


Wenn also 
F(&) = &(e’), 
6(a) = [2°] 


gesetzt wird, so liefert der Satz 


TESTEN 


| = 
(5) = Dum)l[z|: 


(Natürlich könnte auch direkt zu 


die Umkehrungsformel 


5 Vx 
3@)=- Dun) 6(S) 


bewiesen werden.) 
Aus (5) folgt weiter 


Vz V: 
aa) = Dun) +0 1-1 


KR 
= 2 DER 4 ya), 
n=1l 


also 


A X N 
lim CO) _ Su) 
= 
n=1i 
6 
72’ 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 38 
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wie in $ 150 angekündigt wär, und genauer 


a Ri es (7) +0 


1 


— ‚ec + Olye). 





Vierzigstes Kapitel. 


Über die Summen, welche u(n) enthalten. 


SD 
Über g(x). 
Satz Es ist 
> (n) yoah 
D. h. die Reihe 
un} 


077 
n=1 


ist entweder konvergent oder schwankt zwischen endlichen Schranken. 
Beweis: Aus der für <>1 gültigen Identität 


x 


() Ze) [n]- 


at. 
folgt R E 
2° 
1 Dums+ 03 
n=1 “= 


= + 0m) 
n=]1 


er xg(x) Hr 0a), 
j 9) = OU). 
Übrigens ergibt sich so ohne Mühe die Abschätzung 
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Denn für ganzzahliges x_Z1 bewirkt die Weglassung der eckigen 
Klammern bei (1) im Gliede »—1 keinen Fehler, in den übrigen — 1 
Gliedern je einen Fehler, der absolut <1 ist, so daß für ganze z>1 








Du) <i+tz-1 
n=1 
—— L, 
also für alle & 
s@)ı<1 
herauskommt. 
Satz: Wenn 
lim y(&) 


existiert, so ist der Grenzwert 0. Genauer: Es ist 
lim inf g(&) <O, 
‚lim supg(&) >20. 


Beweis: Es ıst 


1 x 
(2) - 9 (=) 
1. Wäre für alle «>58 
3) > 0, 
wo 0>0 ist und 8 >]1 sei, so wäre bei allen ©. >85 
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& Pr 
1 1 
a2 Dr 
m m=y+1 
o Ö logx 
(da 
1 
> ul) 

m=z+1 


ist), was ein Widerspruch ist. 
2. Wäre für >58 
9(&) ae Ö, 
wo 6>0 ist und 8>]1 sei, so wäre bei allen <>5$ 


x 
E x 
I DA) De 
RR RE m I \m m Im 
m=1 x 
m=—+1 
x 
E x 
1 1 
I IT EDE 
m=1 RT ERN 
oÖ log, 


was auch unmöglich ist. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
Übrigens folgt auch aus 


Sum) _ 1 
2 0 2 ee 


nach dem Stetigkeitssatz Dirichletscher Reihen, daß 
N 
n=1 


entweder divergiert oder konvergiert und = OÖ ist. 
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Die Betrachtung der Identität (2) liefert sogar, daß 
(3) lim inf g(&) logx < 0 
und 2 
lim sup g(x) log > 0 


ist. Denn, wäre z. B. (3) nicht erfüllt, so wäre bei passender Wahl 
von 6>0 fürx>E (wo $E>3 sei) 


Ö 
I(&) gr? 














also 
x 
€ & 
1 1 1 
rer Dem 
m m m=—+1 
ie 
(4) i 1 1 
= Ö m = 6 — 0(1); 
ie! >m 
wegen 
d 1 ee! % 1: 
du (% Be a? lege —logu ' u? (logex — log u)? 
en 
u°(log x — logu)? 
nimmt 


1 T 
u logx — logu 





fin 1< u <— mit wachsendem « ab; daher ist 


x 


Hi 
5 : 
we 1 .) Ne du 
> m - Oli, 06 u (log x — log u) 
mi 


1 








logz—-logS$ 
1 dv 
Kr Oz) = iR lege — v 
l) 
—( (=) + log log x — log log & 


o log log x, 


was mit (4) in Widerspruch steht. 
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$ 154. 
M (x) und f(x). 
Über M(x) folgt aus 


9(&) = Ol) 
merkwürdigerweise nichts genaueres als die triviale Abschätzung 
Me) = 0); 


die partielle Summation ergibt nämlich für > 1 


M(«) => u(n) 
N, —9n—)) 
-2 ar R+D)+g3@(el+N 


= OD1+0() . 
n=1l 


— O8). 
Aber über f(x) folgt aus (1) mehr als die triviale Abschätzung 


Dr 
n=1l 
—= O(log?r), 


f(@) = Ollog«) 
folgendermaßen: Es ist für «>1 


u(n)] 
f (&) 2 > [M nn N 
n=1 


nämlich 


— Nlogn (gm) -—gn —D)) 
n=1 

= Dg(n) (logn — log(n + 1) + g(@)log ([«] + 1) 
n=1 


— O >’ (logn + D — logn) + O (log) 
n=1 
— O(loge). 
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Satz: Die Reihe 
< u(n) log n 
Pe > 
n=1 


ist entweder divergent oder konvergent und =-—|1. 
Beweis: Für s>1 ıst 





= 
also 
Sr ben ste)" 
n° rg (J 
n=1 
Da 
EU NEE 
BErSUI?) : 


ist, ist die Behauptung nach dem Stetigkeitssatz Dirichletscher 
Reihen bewiesen. 
Satz: Es ist 
im inf —— > u 
- lim sup - ne u. 


=o0 


So-h 


lim (s — 1 Drei — lim (s — Des 
n=1 el s 
—=( 
folgt die Behauptung nach dem zweiten Satz des $ 31. 


Beweis: Aus 





Elfter Teil. 


Benutzung der klassischen funktionentheoretischen 
Hilfsmittel! 


Einundvierzigstes Kapitel. 


Elementare Folgerungen aus dem Primzahlsatz. 





$ 155. 
Beweis von M(x) = 0(%). 


Der Primzahlsatz gehört zu denjenigen Sätzen, welche im dritten 
Teil ohne Benutzung der modernen Sätze über ganze Funktionen und 
der Existenz der Nullstellen der Zetafunktion bewiesen waren. Aus 
ihm soll jetzt der 

Satz: 

M(x) = o(%) 
gefolgert werden. 

Beweis: Es werde 
>’u(n)logn = H(x) 


[— 
n= 


„m 


gesetzt. Dann ist für o >1 wegen 


Mora: Se eo), 


BEIOEETO 


u wi en n un) An) 
(1) > DI“ m? 


also 





x 


— H(«) ES un) >? (m) 


n=1 m 


-Daw v (- =). 


Bl 
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a v(X) = x + 0(%) 


folgt nun: Bei gegebenem d > 0 ist für ale e>&=8&(6), w&E>1 
gewählt sei, 


ra) | <dR, 
Ben tun >E£, n<; 
Roter 


Daher ist für >58 


— 








z 
H@|<) Yumv(h) 


Dur), 
n=; +1 








> «o)e(,) 


n=—+1 
5 


= | Duc (v (&) = 4) | ie Drums a 


rs a 
aD, +zlolg) + IE 


n= +1 
= da >’ — +r+zyv($) 
n=1 


o0drlogr, 
Im SP eig S 
Da dies für alle d >0 gilt, ist 
H(&) 


lim =, 
a 08% 


Hiaj=olelogx), 


und hieraus folgt weiter für > 2 


x H(n)— Hn— 1) 
M(x)=1 +2 nn 
n=2 








ai 1 1 H(&) 
ze + > H(n) (Teen  len-t ) T jogel+D 
N 
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x 


> a (niogm) + 0@) 
-2o er -)+ 0) 


4 


x 18 ; 
= rien 
n=2 
(2) = oT). 
Übrigens ist esnicht möglich, dureh partielle Summation hieraus auf 
(3) ge) = ol) 


weiter zu schließen; denn die partielle Summation liefert für <>]1 


(x) iur E= ee ns 
= > M(n) (- r 4) .— Fer: 


4 
= 02, +00) 
n=i 


> 0 (log z), 








also weniger, als durch die ganz elementare Methode bekannt war. 

(3) liegt eben tiefer als (2); umgekehrt kann man aus der 
Relation (3) (welehe im nächsten Paragraphen bewiesen wird) durch 
partielle Summation zu (2) übergehen: Aus (3) folet für >1 


M(«) - Inlom —9n—)) 
- Zain)(n — (m +2) + 9@e] + D 


-Io(l) 2 0fe) 
= o(8). 
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82106, 
Beweis von g(x)=o(l). 
Satz: Es ist 


9) = ol). 


Beweis: Es ist 


also wegen 


Im -legy+C+0(,) 


in 


& un) 2 - in 
1 Dogs +) od!" 
n=1l N 
= (log® + C)g@) - FR) + 00), 
log &.9(@) — f(x) = — Cala) + 0(1) 


za; 
man sieht daraus, daß die Behauptung 
g(«) = ol) 


mit der (bequemer angreifbaren) 
| f(x) = 0 (log ©) 
identisch ist. 
Nun ist nach $ 155, (1) 


A(n) (m) 
— f(x) I en 


= ang( N s 





oz! 
rn ee — 2 (2) 
n=1 


Ich setze 
u (&) rast VE), 
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wo also 


(2) = o(l) 
&(0) = 0 


ist und 


definiert sei; dann wird 


Ela) -D4o(@) ar EN, 





n=1 


Sl) nl ER) 


Nun ist nach $ 153, (2) 











n=1 
also 
fa) 14 DW) se 
n=1 n=1 
—1 a nut 
Hierin ist 


> Zimt 


m= — ti 
rn-+1 


Nach Annahme von d > 0 gibt es ein ganzes v=v(d) >1, so daß 
für alle n > v 





el <o 
ist; für alle » ist 
Be 
für <> v ıst also ei 
n 
D,|<2 2: aD 
Mm 
m = — na m= u 
x 
2 v+1 
1 1 
= DE r 2 
I Fuer 1 | 
ee 
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daher ist 
Endlich ist 


ne 
= a 2), 
also | 
f(&) = o(log x), 
9) = oll): 





Zweiundvierzigstes Kapitel. 


Direkte Anwendung der Zetafunktion. 





SEIT: 
Die Funktion M (x). 
Die für 6 > 1 durch die Dirichletsche Reihe 


I u(n) 


n? 
n=l 





definierte Funktion 
1 


40) 


hat nach $ 65 folgende Eigenschaften: 
K(s) ist regulär in dem Teil der Ebene, welcher. rechts 


von der stetigen Kurve 


Kis)= 


1 9 
o=1 elogtt lüre=5, 
2 
ge 1033 für -3<t<s5, 
1 


liegt, inkl. der Kurve selbst, und es ist für |2| >35, De 
| = == clog’|t| 


|K(s)| <blog?|t. 
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——. 














Die Anwendung des Cauchyschen Satzes im Sinne des $ 65 
gilt unverändert mit der Erleichterung, daß hier s=1 regulär ist. 
Da die Abschätzungen des Randintegrals wörtlich unverändert bleiben, 
ergibt sich aus 


Pr 2-+mi 
4 1 Rs 
> un)log®=,!, | Z4,ds 
n=i 2 — wi 


durch jene Anwendung des Oauchyschen Satzes für alle &> 0 


x 


te, 35 
B> u(n)log n = (0 (ze Vios= ) : 





a! 
hieraus folgt, 
S+2e 
er 7 Moga 

gesetzt, weiter 

c+ödx “ 3 : Er 

>> u(n) ee en (ve Voss) 

m 

z+0x : 3 | Ha 
log (1 +0) Ma) + D) un) og "79" =0 (ze Viose), 
n=r+1 


log(1 +9) M(&) = O (xe- Vier) + O(dalog(l +0) 
- 008%) 
M(x) = O(dx), 
also für y> 8 (übrigens ebenso für alle y> U+2, also auch für 


v8 
M(z) = O (xe-Vioez), 


insbesondere für jedes y 


Me) - 0) 


log? x 





8 158. 
9(x) und fe). 


Aus dem Ergebnis des vorigen Paragraphen folgt weiter, daß für 
jedes reelle 9 und jedes reelle ? die Reihe 


BUNIOBER 


nit! 
ee 
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konvergiert; das ergibt sich nämlich wörtlich so, wie in $121 aus 
xp) = Olxe Ver) 
p=sx 


die Konvergenz von 
!x(»)log’p 


1+ti 
P. 





| p Mer 
Ich wiederhole hier den Schluß, zumal dies dritte Buch auch für einen 
Leser geschrieben ist, der das zweite Buch mit seinen zahlentheore- 
tischen Entwicklungen über die Charaktere überschlagen hat und nur 
die Gesetze der Verteilung der Primzahlen überhaupt, nicht die in der 
arithmetischen Progression, kennen lernen will. 


Aus 
M(«) 57 Ö a lo g? +2 7.) 
folgt für ->2 | 


M (x) = Dun) log! n 


_ I (Hm) — M(n — 1)) log? n 


x 


(1) — I M(n) (log!n — log!(n + 1) —log?2-+ M (x) looX([x] + 1) 
n=2 


x 


n log!" In Ian 
=0> Be ne Ole) 


n=2 


BE 0 Sr + % of ;) 
2 (2 


also bei ee vw, ww w>v>2 ist, 











1 un) log? n IM, (rn) — Me(n —1) 
AR TZ „irH eh 
n=v 


1 ] M,w—1 M, (w) 
(2) -> M,(n) Gi De (m ne) FR AUT 2 a rent 


w+1) 
30 ek n n? =) Ar der 57) Fr rer 


was für v= 00, w= oo den Limes O hat. 
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Schärfer ergibt sich wegen 



































U+2+e ) 
Ela) De ERROR 
wo & eine beliebiee positive Konstante bezeichnet, nach (1 
ge p ’ 
x U+2+E 1 4% U+2+e 
M,(z) = 0>n Pas SH — +0 (z log’xe Yos:) 
\ x U+2+2: Ur2+2e 
— >> le ola EL he ) 
U+2+2e ed U+2+28 
- od 70 Se Vıog (Vz) +0 Er Vlog ) 
n=Vx+1 
1 te 
log x U+2+2e 
r EEE TER e 
— 0(Ya) +0 Be: I + olze Yios:) 
U+2+3e 
27 0 Be e Vlog ) 
also nach (2) die Restabschätzung 
log © U+2+43e U+2+3e 
Serm-oDYne Misrole 
n=xH+1 n=x+1 
© U+2+4e U+2+38 
=. = Vlogn 1 - Vlog os:) 
| -0 Ye no e 
n=xc+l : 
U+2+4e © U+2+3: 
u vr Vlog x 1 = Vlog x 
-ole ee... ) 


n=x+1 





( U+2+4: 
— Yios=) 
= UNE { 


folglich für alle % >U-r2 
— u(n) en) lost _ S1 eG u(n) log? n dole -Vioge) 


nirti rtlsı 


n=?2 n=2 


Speziell ist, = 0, g=O gesetzt, 


Ds een oleYrez) 


n=2 n=%2 
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folglich Re: 
i 918) = 0 leVrs ) 
ner Vg-]1 

f&)=—1+ 0 (e-Viose), 


Ich hebe noch besonders hervor, daß aus der in diesem Para- 
graphen bewiesenen Konvergenz von | 


auf der ganzen Geraden o— 1 ebenda nach dem Stetigkeitssatz 
Dirichletscher Reihen die Gleichung 


ö ec u(n) 


folst. 





Dreiundvierzigstes Kapitel. 


Der Primzahlsatz als Folge von Di .. -—1. 


n=1 


S:15D. 
Die Tragweite dieser Tatsache. 


Aus dem Primzahlsatz allein hat sich oben zwar ergeben, daß 


un) 
7 
ml 


konvergiert, aber nicht, daß 


— u(n)logn 
Zeaim: 
ni 


konvergiert. Dieser Satz liegt tiefer als der Primzahlsatz; aus ihm 
läßt sich umgekehrt, wie im nächsten Paragraphen gezeigt werden 
wird, der Primzahlsatz elementar ableiten. Das macht recht deutlich, 
wieso Tschebyschef und seine Nachfolger auf Grund der Identitäten 


ra =D v(E) 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 33 


u(n) log le: 
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N 








vo -Dumr() 


Al 


nicht zu dem Ziele gelangt sind, den Primzahlsatz elementar zu be- 
weisen. Die Anfangsglieder der Ausdrücke U(x) im Sinne der $$ 21 


bis 23 kommen eben auf die von 


> un) T (7) 


n 


hinaus; die Konstante, die bei Anwendung immer schärferer Ausdrücke 
1 werden soll, ist gerade ein Aggregat, welches anfangs mit 


| I — u(n) log n . 
() Dar 


n=l 





um so genauer übereinstimmt, je mehr Glieder der Ausdruck U(x) ent- 
hält. Daß aber die Reihe (1) auch nur konvergiert, läßt sich zur Zeit 
nicht einmal aus dem Primzahlsatz (zu dessen Beweise es doch bei 
Anwendung der Tschebyschefschen Methode dienen soll) allein ele- 
mentar erschließen. 


$ 160. 


Beweis des Überganges durch einen allgemeinen Grenz- 
wertsatz. 


Ich will den Übergang zum Primzahlsatz von 


> umlogn _ __ 7. 
1 
nl 


aus, um auch etwas Neues dabei herauszubekommen, gleich viel allge- 
meiner ausführen, indem ich einen Grenzwertsatz beweise, dessen 
Wortlaut fast von aller Zahlentheorie frei ist. 

Ich erinnere an folgenden seit einiger Zeit in der Theorie der 
Funktionen reeller Variabeln mit Nutzen eingeführten Begriff (den 
der Leser übrigens noch nicht zu kennen braucht, da ich nur die 
Definition, keine Eigenschaften dieses Begriffes anwende): Eine reelle 
Funktion f(x), die für a<x<b(b>a) definiert ist, heißt in diesem 
Intervall von beschränkter Schwankung, wenn es eine Zahl g derart 


gibt, daß bei jeder Wahl von ee vielen Teilpunkten 
ER SE ET ER 


N: — 
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die Ungleichung 
1) fa) fa) + fe) Fa) + + fon) - FI <I 
erfüllt ist. 

D. h. die „Schwankungssumme“ auf der linken Seite von (1) hat 
eine endliche obere Grenze. 

Zu den Funktionen, welche im Intervall (a---b) von beschränkter 
Schwankung sind, gehören gewiß folgende zwei Klassen: 

1. Diejenigen, welche für jede Strecke g<x<g+ 1, wo g ganz 
ist, soweit dieselbe dem Intervall (a ---b) angehört, konstant sind. 

2. Diejenigen, welche mit wachsendem x im Intervall (a: b) 
niemals abnehmen; in der Tat ist für letztere 


<f() - fa), 

Es besteht nun folgender Satz, bei dem y(x) und 7'(x) durchaus 
nicht die spezielle Bedeutung zu haben brauchen, die ihnen beim 
Primzahlproblem zukommt: 

Satz: Es sei Yy(x) eine für alle z>1 definierte reelle 


(stetige oder unstetige) Funktion von & vY(x) sei so be- 
schaffen, daß die aus ihr durch die Gleichung 


To)-D%(,) 


für <>]1 entstehende Funktion folgende zwei Bedingungen 
erfüllt. 
Erstens soll 


(2) T(x)=xloge +bx + O(o(a)) 


sein, wo b eine Konstante ist, o(x) eine Funktion von 2, 
welche von einer gewissen Stelle & an positiv ist, niemals 
abnimmt und so beschaffen ist, daß das Integral 


x 


J® dx 
RE 0 
konvergiert. 


Zweitens soll 7(x) für jedes endliche y>1 im Intervall 
1<xz<y von beschränkter Schwankung sein. 


Dann ist 
Ihn 


39* 


°o 
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n=1 




















Vor dem Beweise will ich auf mehrere wichtige Spezialfälle dieses 
Satzes aufmerksam machen, deren jeder den Fall des Primzahlproblems 
noch in sich enthält. 

Die erste Voraussetzung über 7'(x) ist gewiß in folgenden Fällen 
erfüllt: 


o(x) = log, 
ae <_<IHI), 
> (x) = Be m 


o(x) = ER (>0), 





T N 
N log x (log log x)! +® a 
usw. 

Die zweite Voraussetzung ist insbesondere in folgenden zwei 
Fällen erfüllt: 

1. Wenn fürg<x<g-+1(g9> 1 ganz) die Funktion Y(x) jedes- 
mal konstant ist. In der Tat ist dann offenbar 7’(x) auch jedesmal für 
g<xz<g+ 1 konstant. 

2. Wenn für z>1 mit wachsendem x die Funktion 7(x) niemals 
abnimmt, also insbesondere, wenn dies von d(x) gilt und v(x) > 0 ist. 

Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf &=1 an- 
genommen werden; sonst kann man ja auf der Strecke (1---8) die 
Funktion &(z) passend definieren. 

Aus der vorausgesetzten Konvergenz von 


Re 
4 
u 


und der Annahme, daß »(x) mit wachsendem x von Anfang («=1) 
an niemals ln wegen 


a 
@ (X) 
WE 
ee 
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Es bezeichne Y(y) für y> 1 die obere Grenze der Schwankungs- 
summe von 7(x) im Intervall (1. -- y), für y=1 den Wert 0. Dann 
nimmt offenbar Y(y) mit wachsendem y niemals ab. Es ist also 


entweder 
lim V(y) 
Y u 00 


vorhanden (endlich) oder 


lim Y(y) = ®. 
y=%»© 


Offenbar liest der letztere Fall vor; denn es ist 


‚Welty)-TUD| 
und 
lim T(y) = ©. 


Ich definiere für alle «> 1 die Funktion z=z(&) als die Hälfte 
der oberen Grenze der Werte y, für welche 
P(y) <loge 


ist. Offenbar nimmt 2=2(x) mit wachsenden x niemals ab und 
wächst mit & ins Unendliche. Es ist ferner 


vVa) 2|T(Ve) — T)| 


ae 
vtyzxloge, 
also von einer gewissen Stelle an 


V(Vz) > log, 
V(z) <logx 


folglich wegen 


für alle hinreichend großen x 
2< Ya. 
x sei gleich so groß (2 >.«) gewählt, daß 
| a 
also 
e>Z>Ye 
ist. 


Aus 


Ta)- vn) 
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ergibt sich nach dem zweiten Satz des $ 152 


a) = Du) (A), 


© 


v(@) -Duwr(s)+2 «oT (,) 


n=— +1 
= I + 


also 


Hierin ist 


en (F10g} =) )+ Del) 
® eng +1ö0le) -erle)+ Nele) 


Wegen 


Fee Del) 
g9(8) = ee) 


denn wegen der Konvergenz von 


oo 


Sıamen 
N 
> un) 
MW 
n=1i 


nach dem zweiten Satz des $ 30; daher ist nach $ 153 


ist 


konvergiert 


W 

Auen 
R 

nl 


? 
also für >1 
g(2) = a +re — I ER Z 


log n 





n=xc+1 


ER 1+f@) 
ba > (1 + fm) leer a 3) = log ((x] + 1) 


n=xc+1 
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oo 


0 I (oon osnen) +9 iz) 


n=x2-+1 


1 
FE (cab 
Da ferner (7 ) Tu U <- — positiv ist und mit wachsendem 


« niemals zunimmt, liefert (3) x 
re, te (2) +ofe(: — )du, 


08 
also, da oben 





(x) = 0(£) 
festgestellt war, 


AR 
2-0 (2 See 


role fe), 


folglich wegen 


)+2+06@) +0(2) + o(ef"0 ar) 


im [Pau =0 


S=8 +0). 
Für &, konstatiere ich zunächst, daß aus 
1 
geX) — 9 Be) 
für <>1 folgt: ü 
M (x) = D’ n(gm) — 9gn — 1)) 


| 


- I mn —- n+b)+s@(la]l+) 


NL 
x 
a u 
5 2 lee) 
R Dr a 
n=2 


N 
= £ nr 
log & 
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Daher ist 

BR -Iaw-uu-n)2(z) 
Sa (T()-7 Kiss \) —M(2) T (& gr ) +M@)T (ke) 
Su) 
en "O-76H In lee 70) Folie) 





=0(%). 
Zusammengenommen ergibt sich 


va)=I +2 
we ltt: 0%), 


was zu beweisen war. 





Vierundvierzigstes Kapitel. 
Die Funktion Q(&). 
8 161. 


Identitäten und elementare Abschätzungen. 


Als Beispiel hatten wir schon in $ 152 bewiesen, daß für « Fr 0 


Vx 
(1) ae) - Dun) 
und infolgedessen Er 
(2) O(z) = est + O(Ve) 


ist. 
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Hinter der Relation (1) steckt eine Identität für Dirichletsche 
Reihen. Für s>1 ist, wenn q die quadratfreien Zahlen durchläuft, 








1; 
ERle es 
1 
naar, 
ee 
&(28) 
NE un) 
mn’ n?° 
n=i 


Hieraus liest man direkt für 2>0 ab: 


@a) = Iu(n) 


nmSx 


und übrigens auch: = 
x 
Vs 


2%) => P7 u(n) 
> u( = | 


= ER) DT 


oo oo 
EN 1 1 
Dan Dr 
n=1 Rn q 


Ebenso folgt aus 


für 2>0 die Identität 
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und übrigens auch 


Sn 


Aus (2) folgt, wenn Q,(x) bzw. Q,(x) die Anzahl der quadrat- 
freien Zahlen bis & bezeichnet, für welche 


un)=+1 


un) —1 
ist, d.h. für welche die Primfaktorenzahl gerade bzw. ungerade ist, 


Q (2) + Ga) or. 


Q, (©) — (x) = Mk) 
— 0(®) 


Q, (2) Sr eh 
N > 
% (2) ihr Be ’ 


Q, (x) ir 0%; (X), 


bzw. 


Da nun 


ist, so ist 


wie in $ 150 angekündigt war. 


$ 162. 
Genauere Abschätzung von Q(x) mit Hilfe von M (x) = 0(%). 
Ich will nun, und zwar, da es möglich ist, nur unter Benutzung von. 
ME) —0(«), 
beweisen: 
Datz: 


8) = 3x + 0(Ya). 


Beweis: Es sei z > 1 und n(x) der größte Wert von 


vom 


für alle2>Yx. Ein solcher größter Wert existiert natürlich, da 
EM er 
(1) Ib ee) 


= 
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ist und in jedem ganzzahligen Intervall 9<z2<g-+ 1 der Ausdruck 


M@| 
2 


in g am größten ist. Wegen (1) ist 
limn(&) =. 
Es sei ferner b 


ö(x) = Max. (v5 a); 


dann ist d(x) positiv und 
Hm): 


x werde gleich so groß gewählt, daß do <1 ist. Es ist 


Q(2) =DIu(n) 


= n v2 öVx 5 
-5; «m21 +3 un), Zum)! 


meln=ti mM 


dVx 














d  -Denl: I V»)-evolz] 
n=1 m= 
Hierin ist 
ya Vz 
Zeol din Ar + O($yY) 
Vz 
aD +0) 
= (4 De) + 0(v2) 
n=dVx+1 
Aa x 5, o(Yx) zu M (n) ee 1) 
as 
8 Zt +0(Yx) — » >’ Un)( - Kae a) +% en 


n=dVx+1 
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Da in der Summe rechts wegen 
n>6 V% 
>ya 
der absolute Betrag des ersten Faktors 
IM(n)| = Bi n 
< (na)’n 
< (d@)’n 
ist und im letzten Einzelglied analog 


M(öYe) |< (d(@)?öy%x 


—= (d(&))’Vr 
ist, so ergibt sich 
dVx r ? oo ale 
Semfa]= &r+ 002 + of#Dn-4) + 0(32) 
n=1 n=dYx+1 


2 a + oa) + 0(57,) + 08V) 
= 0 +0(Vx) + O(öYr) 


TC 


Auch in 
d? .- 
un 
Du(y#) 
m=1 


ist jedes auftretende Argument von M 


Vr2’V. 


> Va, 
also | a en 
uya)|<omvE: 
das gibt | 
1 1 
d2 d? 


IulVz)- eV I) 


a! mel 
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= 0(8°yz 5) 

— 0(dYr) 

= o(Ya). 
aaya)fz] = olova 

— O(dYek) 

= o(Yr). 


Zusammengenommen ergibt sich also aus (2) 
Aa) = = + 0(Vr) + o(Vx) + o(Ya) 
— Ze +o(Ye). 


Endlich ist 





Zwölfter Teil. 


Anwendung der Sätze über die Nullstellen der 
Zetafunktion. 


Fünfundvierzigstes Be 


Hilfssätze über — 76) ee 


$ 163. 
: - R. 1 
Hilfssätze über Ze: 
Satz: Es habe das positive a die Bedeutung von $$ 79—80: 
ner , BR ER i 
Für?>4, (w4u, 23ist), o>1 Sr r: ist 
&(s)+0. 


Dann ist bei jedem en DS fürt>4, o>21=- 2 


logt 


Er RZ log‘ıt. 


Das folgt nicht etwa schon aus den früheren Resultaten; denn 
aus der in $ 80 nebenbei bewiesenen Relation 
log &(s) = O (logtlog log?) 
folgt nur 
en en loglogt 
2 = 0(F 8 sr) 
— 0 ((log tele‘), 
Beweis: Es sei b, so gewählt, daß 
1 
EN 7 
ist. 
In die Formel des $ 73 


RFO|<I TE +24 für jo -alSe<r 
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setze ich F(s) = log&(s), 
1 
Ve el 
Balzhd, 
» Joge ’ 
a! 
Ge log t 


Für t>t, wo £, passend wählbar ist, gehören alle Punkte v + vi 
des Kreises s— s, <r dem Gebiete 


a 


a logv 
an, und es ist ferner 


< log (& log t) 
0% a log t 


und, da nach $ 80 für o >1— : 
a ae 


&(s) 5 O (log t), 


une, DT 
a lost 


N log &(s) — log £66) 
< c,loglogt 
ist, E 
A<c,loglog (t + a ‘) 
< c,loglogt. 
Daher ist für |s— s,|<e. 
2+b+b 145 
+ 2c,loglogt- RLEa 


log t 
log t m Fr 





‚Nlog&(s)| < c,loglogt ng 





| — «log logt, 
also speziell fürrs=o-+ti,t>t, 1 Se < + os 
ıRlog &(s) < c,loglogt. 
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Fir >74, 0 24 ee ; Ist 
ig &(8) < log&ls) 
1 
az) 


. <es,loglogt. 


Daher ist für >t, o>1 el 
> 5 ogt 
‚Rlog&(s) <c,loglogt, 


b 
logt 
ıRlog£$(s)| < ec, loglogt, 
log &(8)|| <,loglogt, 
log | &(s)| > — 2 log logt, 


Bol 


folglich für t>4,o>1-— 


za | < log*t. 





Sechsundvierzigstes Kapitel. 


Anwendungen auf M(&), 9(&), f(x). 





s 164. 
Anwendungen auf M (x), 9(%), f(&). 
Die Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt also wie in $ 81, 
da in 
(1) | ER | < log“ t 
der Wert des Exponenten ganz Een ist und nur die Kon- 
stante b des Gebietes t> 4, o>1— „_;, In dem (1) gilt, wesentlich 


ist, für alle 


u < Br 
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d. h. für alle 
& ch 7 
die Relation 
(2) M(&) = O (we: *Yes:); 
da nämlich s—1 eine reguläre Stelle ist, tritt das damalige Glied x 


hier nicht auf. 


Hierin kann z. B. « die ae 5 bedeuten. 


Aus (2) folgt für dieselben « < 77 
a 


92) — Ole "Vor:) 
fa) - 1 +0(e vom) 
In der Tat kann (analog zu $ 158) aus (2) auf die Konvergenz von 


u(n) log’n > > 
Sen Un NE) 


nunmehr mit der Be 


und 





I u(n) log?n Kern 
ArEI BE Tr Ole TE 


n=x+1 


geschlossen werden; denn für das aller 
M (&) = = u (n) log? n 
ergibt sich nunmehr, falls bei Ser positivem & < —- die Zahlen 


a, und @&, <a, zwischen « und m gewählt werden, 


N 


EURER, PR u 03 BE 
M (x) 2 OD ne” @,Vlogn log! n . 0) (x log? ce a Vlog 2) 


n=2 


und hieraus 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 40 
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1 u(n) log?!n x ee Ne. 
De u ur OD.-6 «Vioen + Ole „Vios 2) 





n=x+1 n=x+t1 
= 0! oavioen 1 10 le ariee) 
n log?’n 
n=xc+1 
ah (e «Viog z > San) + 0 (e-«Vioe®) 
n log? 


n=xc+1 


— O(e-«Viege), 


Siebenundvierzigstes Kapitel. 


x “ Re 1 
Weitere SER über To 
S 169. 

Weitere Sätze über —_. 
S(s) 


Der Satz des $ 163 ohne nähere Angabe von c, genügte für die 
vorliegenden Zwecke. Es erscheint aber doch von Interesse, insbeson- 
dere die obere Abschätzung von 


1 
satt] 
so genau auszuführen, als es die vorliegenden Mittel gestatten. In 
$ 65 hatte sich 


za rer —= 0 (log? ti), 


allerbestens 
1 * 
cat = OÖ (log Un t) 
ergeben, was ich jetzt erheblich verschärfen werde, durch den 
Satz: Es ist 
| 
ee 0 (logt loglog t). 
Beweis: In 
| r+0 110 
ra <ielltt +24 


setze ıch 
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F(s) = log &(s), 
1 ; 
Ss lt log t log log t Eh 
d: 1 
2 alogt + log t loglogt’ 


1 
2 “ logt loglogt 








r = 





Für £>t, gehören alle Punkte u + vi des Kreises |s — s,|<r dem 
Gebiet 
Veh un 1 = — 


wie erforderlich, an. Ferner ist 


1 
BIS logs(l it Telogt 2] 


1 
<log$ (1 2% log t log log ) 
< log (c,logt log log £) 
= loglogt + logloglogt + 





und, da für 6 > NS 
a logt 
&(s) 0 (log £), 
also für i>3, 0 >1— — Be 
a logt 


Nlog&(s) <loglogt + c, 
ist, 
1 1 
A<loglog (? Es 2 alogt % log t log log ) T 60 


<loglogt-+ c,- 


Daher ist für {> t, im Kreise |s—s, <o, also speziell im Punkte 
s=-1l-+tti 2 3 











'Rlog$(s) | < (loglogt + logloglogt + EI ER 
” 
a 
+2(loglogt-+ c,,) 108 : 
= 


<loglogt + logloglogt + c,,, 
40* 
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Nlogell +t)=log|e(ll +ti)| 
> — log logt — log log log t Zee, 


: 1 
gA+m)|> c, logt log logt’ 


ArEnT; — O(logt loglogt). 
Dies stellt im Verein mit 
&£ 1 + Ei) = Ollogt) 
die genaueste bekannte Abschätzung der Zetafunktion auf der Geraden 
6= 1 nach oben und unten dar. 





Dreizehnter Teil. 


Die Funktion /(n). 


Achtundvierzigstes Kapitel. 


Identitäten. 


s 166. 
Identitäten. 


Ich will für A(n) nicht sukzessive die ganze Tragweite der ein- 
zelnen Methoden rekapitulieren, sondern nur die ersten arithmetischen 
Eigenschaften angeben und dann gleich mit Hilfe einer Identität zwi- 
schen A(n) und u(n) den schärfsten Satz über 


L(x) =D ı(n) 
beweisen, welcher u 
L(x) = O(xe- «V!os :) 
lautet. | 
A(n) genügt nach seiner Definition (vgl. $ 150) für jedes Werte- 
paar a, b der Gleichung 
A(ab)=Ala)A(b), 


was bei u(n) nicht zutrifft. 
Die erzeugende Funktion zu A(n) ist die für s> 1 konvergente" 
Dirichletsche Reihe 





BR p 
II 
1 
p Ben 





1) Damit soll hier, wie stets, nicht gesagt sein, daß 1 die genaue Konver- 
genzgrenze ist. Zu entscheiden, welches der genaue Konvergenzbereich dieser 
und der entsprechenden zu u(n) gehörigen Reihe ist, ist eines der wichtigsten 
ungelösten Probleme der Primzahltheorie. 
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a 
-] | a 
4 
p 1 p23 
_ 528) 
&(8) 
Dies zeigt 
f — A(n) SE 
Im >, a il 
an=1 
die Reihe 
Zr 
7 
| 


ist also entweder divergent oder 0. 
Weiter ist fürs>1 


# S An)logn __ER)EK) , 2E@s) 
eo ’ 





N 6? (s) 
n=1 
- An)logn 
im Zanben 
® 6 
ae 
also 
— An) log n 
Sr 
n—=L 
entweder divergent oder = — = 
Die Identität 
Zr son 
rl 
h (m) 
DS IE PRsE m 
AL an, n= 
liefert 


=] für Quadrate, 
—=0(0 für Nichtquadrate 


> (m) 


m|n 


und für alle «> 0 


DT aa 
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Die Identität 


ER! 
@ I Di 
ee ee 
(2) 1.(n) Zum); 


wo also m alle Zahlen durchläuft, deren Quadrat in n aufgeht. 

(2) kann man direkt so einsehen: Die Summe rechts hat in Wahr- 
heit nür ein von Null verschiedenes Glied, nämlich das, welches dem 
größten quadratischen Teiler m? von n entspricht. Für diesen ist 


N a 
aber, da —, quadratfrei ist, 
m 


An) = Alm?) A IR 


Ferner ist nach (1) oder (2) 
Die > 4(n) 
EN 


I. (2) 


n=lem:ın 


= u), 


Im? 


wo also !, m alle Zahlenpaare derchlaufen. für welche Im? < x ist. 
Daraus folgt weiter für x > 0 


a 


Lo 5 Furl 


WER 
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Vz 
& 
u) 
m=1 
Vz ; 
“% 
Du), 
n=1i 


wo die Summe natürlich auch bis 2» = oo erstreckt werden kann. 














Neunundvierzigstes Kapitel. 


Abschätzungen von L(x) und Folgerungen. 


8 167. 


Abschätzungen von L(x) und Folgerungen. 
Aus der für gewisse positive « in $ 164 bewiesenen Relation 


M(x)=0 (2. V'ee?) 








folgt 
Vz 
>; x 
L(a)= M(5) 
n=1 
Vx 
4 © -aVioge-2logn 
er 0 nz © 
m=1 
‚eVıog® Vz 
1 -eViogz—-2logn ı = = 
Br x 0 Vlogxz—-2logn es 0 x oe «YVlogx Ho) 
w m? 
n=1 ‚eeVloer,, 
‚«Vlog x Vz 
—-(ü == 4.08 log a 1 1 
0 (a0 Manteraen DE) 0 DIE) 
n=1 «Vlogx 
= 1 
N 1 
N O(xe aVlogz ERän O(z P2 =) 
| _ ,«Viogz,, 


= (0 I\xe 
=) (weise). 
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Wenn L,(x) bzw. L,(x) die Anzahl der Zahlen <x bezeichnet, 
für welche 
An)=1 
bzw. 
An)=-—1 


L,(&) — L,(@) = L(«) 


0 (X), 


ist, ist daher 


andererseits für 2 > 0 


L,(@) + L,(@) = (@] 


folglich 


L,(@) © L,(®). 
Ferner folgt aus e 
L(x) = 0 (% ee 4 


genau wie in $ 164 bei u(n), daß für 120, 20 


a 
ni+t 





n=2 
konvergiert und daß für alle «< 7 (zB. @=:0,2) 
a 
< A (n) log? n -aylog« 
B2 SORTE ST ( ) 


n=x2+1 
1st. 








VIERTES BUCH. 


DIE FUNKTION #(») UND DIE VERTEILUNG 
DER QUADRATFREIEN ZAHLEN IN EINER 
ARITHMETISCHEN PROGRESSION. 





Vierzehnter Teil. 


Historische Einleitung zum vierten Buch. 


 Fünfziestes Kapitel. 


Historische Einleitung zum vierten Buch. 


S 168. 
Historische Einleitung zum vierten Buch. 


Herr Kluyver® wurde 1904 durch heuristische Überlegungen zu 
der Vermutung geführt, daß für jede arithmetische Progression ky + I 
() un 


N 


n=l 
konvergiert. Die Konvergenz von (1) konnte ich?’ 1905 beweisen, 
zugleich mit der viel weittragenderen Relation 


(2) ZI un) = Olge"*); 
n=1 
. - N 
ich werde hier sogar 
(3) I u(n) = O(ze*’®*) 
n=1 
n=i 


beweisen, wo noch obendrein die Konstante « von k und / unabhängig 


ist und z.B. = + gewählt werden kann. Aus (3) oder schon (2) 


folgt natürlich (vgl. den entsprechenden Schluß in $ 158), daß 


— u(n) log?! n 
were 
n=2 
nl 
für jedes reelle Wertepaar g, £ konvergiert. 
Zugleich gelten diese Gesetze für A(n). Zur Abwechselung und 


auch, weil es in einem bestimmten Punkte vorteilhafter ist, wıll ich 


1) 65; 7. 
2) 185 19. 
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in diesem vierten Buch alle jene Gesetze durch meine Methoden zu- 
nächst für A (n) beweisen und dann durch eine Identität auf u(n) über- 
tragen. 

Ich mache gleich darauf aufmerksam, daß ich hier (im Gegensatz 
zum zweiten Buch, dessen Ergebnisse vielfach benutzt werden) auch 
den Fall behandeln muß, daß % und / einen größten gemeinsamen 
Teiler d&>1 haben. Nur, wenn d einen quadratischen Faktor >1 
hat, wären die in Betracht kommenden Sätze über u(n) wegen 


uky+l)—0 
trivial. 
Da für quadratfreies d leicht bewiesen werden kann, daß die 
Anzahl der quadratfreien Zahlen bis x in der Progression ex ist, 
wo e>O ist, so läßt sich auch hier das Hauptergebnis 


Zum) = ol) 


so interpretieren: 

Es gibt bis « in der arithmetischen Progression ky-+1, 
wo (k,l) quadratfrei ist, asymptotisch ebensoviele quadrat- 
freie Zahlen, die aus einer geraden, als solche, die aus einer 
ungeraden Anzahl von Primfaktoren bestehen. 

Es darf bei den folgenden Untersuchungen ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit 1<!<k angenommen werden. 





1) Vgl. 8 174. 





Fünfzehnter Teil. 


Über die Verteilung der Zeichen A(n) in der 
arıthmetischen Reihe. 


Einundfünfzigstes Kapitel. 


Reduktion auf ein anderes Problem, 


$ 169. 
Zurückführung von d>1 auf d=]. 
Das Ziel lautet 


x 


I 1(n) — O (ze “/s?). 


Das sei schon in allen Fällen bewiesen, wo 


VABEHE 
ist. 
Es sei nun ein Fall vorgelegt, wo 
(k, I) =d>1 
ist, und 
k=dl, 
i=al 


gesetzt. Dann ist für s>1 
Sun. S1ky + 
(6 y+h' 


ao .(ty+D) 
nl 








y= 


__ A(d) 4(N) 
ur z > wo 


n=l(mod.f) 
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d. h. (wie auch direkt ersichtlich ist) 


Ka 


Din) = aD 4(n), 


n= 


en k) ned. f) 
woraus die behauptete Reduktion folgt: 


San) = Olue ee) 


nl 
n=1l(mod.k) 


8 170. 


Zurückführung auf eine andere Klasse von Summen. 


Ich darf also ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen; dann ist offenbar, wenn . 


23 ‚m)An) 
SE et 


n=1 


gesetzt wird, 


© An) 
92 n’ 12, () K »(8), 


nz=l 


Zu 42,020 
n=1 »=1 * n=1 


Die Untersuchung reduziert sich also auf den Beweis der Relation 
Zr, a) = O@e*) 
n=1l 


für einen beliebigen Charakter modulo X. 





1) Für den Hauptcharakter ließe sich dies übrigens unschwer aus den Er- 
gebnissen von Teil 13 elementar ableiten. 
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Zweiundfünfzigstes Kapitel. 


Hilfssätze über die erzeugende Funktion und Beweis des Hauptsatzes. 


Set]. 
Hilfssätze. 


Zur summatorischen Funktion 
Ir, aa) = xt) An) 


gehört als erzeugende, für 6 > 1 konvergente Dirichletsche Reihe 


(M) Br rl 7 A). 





p 
HH 
En (2) 
p 1 # p® 
1 gr 
-/] xp? 
Da ber pe 
-] ar 
ı _ rw) 2,8’ 
E p?® 


wo L,(s) die Funktion des zweiten Buches ist. 
Wörtlich wie in $ 102 ergibt sich hier aus dem Kesahar des 


$ 131, daß für jedes D <= im Gebiet 6>1— ai 


en = O(log®i) 


ist. Da füro>z+0,6>0 


1 
U en” e 
BZ 
ist, erfüllt also die durch die erzeugende Dirichletsche Reihe (1) 
definierte und für s=1 reguläre Funktion die Bedingungen, welchen 


in $ 8l die Funktion vo ‚in $ 164 die Funktion genügte. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 41 
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zZ — 
7] 


8112; 
Beweis des Satzes. 








Daher ergibt die Anwendung des Öauchyschen Satzes wörtlich 
wie in $$ 81 und 164 


Ir an) = O(werviee 


und damit nach dem Obigen für alle, auch gemeinteilige Wertepaare 
k, I die angekündigte Relation 


= ı(n) — O (wer Vioge), 
n=l 


also die Konvergenz von ig 


[ee] 


4, (n) log?n 
> | „Eures 


n=3 
n=| 





für alle reellen q,t mit der Restabschätzung 
Amlog'n _ Q(e-«Visg=) 
> ro ö 


n=xc+1 
nzil 


Hierbei ist « eine beliebige Zahl <a also z. B. 
47 
pe 
Da die Anzahl der Zahlen ky +1<x offenbar 
mnselehhen 


ıst, so läßt sich die u. a. gefundene. Relation 
An) = 0(&) 
| 
n=i 
auch so interpretieren: 

Es gibt bis x in der arıthmetischen Progression Ay! 
asymptotisch ebensoviele Zahlen, die aus einer geraden, 
als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Primfaktoren 
bestehen. 

Hierbei sind mehrfache Primfaktoren mehrfach gezählt. 


“un 


ein. 


Sechzehnter Teil. 


Über die Verteilung der Werte von w(n) in der 
arıthmetischen Reihe. 


Dreiundfünfzigstes Kapitel. 


Die Summe Du(n) in der Progression. 


n<sı 


8 173. 


Die Summe Iu(n) in der Progression. 
n<sıe 


Es sei jetzt 


(kl)=d 
entweder =1 oder > 1, aber jedenfalls quadratfrei®. Für s>1 ist 
De 5028) 





ee 2a) Le) ’ 


n=1 nl il 


un) =D ulm)ı (), 


n2|n 


> -I Zum)ı(#) 


n=lamEn 
nzi 


= Zu(m) 19) 


m?gzi 


daher ist 


also 


x 


2 Sum) Sa) 


Ape = 


1) Sonst wäre u(ky--|) stets 0. 
41* 
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nSx 











Für solche m, bei denen 
m?g = I (mod. k) 
in g unlösbar ist, ist eben die innere Summe Null. Für jedes feste m 


ist also die innere Summe entweder O oder ein Z, \ =) oder die Summe 
mehrerer, wobei 


ist und v» die zwischen 1 und % gelegenen Wurzeln der Kongruenz 
m’v =1(mod.k) 
Bi: 4 s 6 H = 
durchläuft. Genauer: Die innere Summe ist I, L, (=) oder O, je 


nachdem 


(MB, Ri 
ist oder nicht. Auf alle Fälle gibt es eine Konstante b derart, daß 
für alle «e>1 und alle m <YVx die innere Summe absolut genommen 


Rn 
2 lor 
& % a. m? 





x 
Sure 
—- Mm 


2 u(n) = DE rn „ Vlog=-21 ea 


mz=t 


ist. Daher ist 


n= e 
also nach der in $& 167 ausgeführten Rechnung 
— O(xe-Vloge), 
Hierin kann « z. B. die Zahl 0,2 bedeuten. 
Also ıst für reelle g, t 
un) log“ n 





konvergent und für alle « a 
Va 


q Sen 
ee ee O0 (e- «@YVlog x) ; 


n=x2+1 
nzi 
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Vierundfünfzigstes Kapitel. 


Die quadratfreien Zahlen der Progression. 





s 174. 2 
Hilfssatz über Q (x; %, D). 


Definition: Es bezeichne (x; k, !) die Anzahl der quadrat- 
freien Zahlen <x, welche =! (mod.k) sind. | 
Wenn 
(k,D)=d 


nicht quadratfrei ist, ist offenbar 
Osk,l)=0. 
Sonst gilt der 
Satz: Wenn d quadratfrei ist, existiert 


lım Y(x; k, ) 


IR Fre x 
und ist positiv. 
Beweis: Wie immer darf 1<I!<k angenommen werden. 
1. Es sei 
= 3 
ech: 
(k,D)-=1. 
Es bezeichne A(x;%k,l,n) bei ganzzahligem positivem n die Anzahl 
der Zahlen y > 0, für welche 
| ky + 1= 0 (mod.n) 
nebst 
ky+il<sa 


ist, d. h. die Anzahl der positiven Multipla von » bis x in der Pro- 


gression. Falls 
(n, k) > 1 


A(z;k,l,n)=0. 


ist, ist identisch 
Falls 
(n,k)=1 


ist, hat die Kongruenz modulo n genau eine Wurzel; für alle >! 
ist also die Anzahl der Wurzeln im Intervall 
| us 
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entweder . 
2 


* ui han 3 ah: 


oder 





daher ist für alle >00 


A(z; k,l,n) = — +0 
wo 
ist. 
Nun ist | 
Du(m) —:1 für Be Ma 
nm —-( für nicht quadratfreies n, 
also 


m?|z 


(2; k,l) = > D um) 
Du(m) A (x; k, I, m? 5 


= (m) us m?k a, O(Vr), 


wo m die zu k teilerfremden Zahlen durchläuft, folglich 
Vz 


9a; hd-- wm) | (y2) 


m? 








m=1l 
-:1 I (t-») +02 
D 
a er 1 
Zul res: 
p|k 
re 
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Es verdient bemerkt zu werden, daß dieser positive Grenzwert 





lim !e5% ı) 26 1 %G 
62 a? 1 
=ox k en 
4 (i >) 
von ! unabhängig ist. 
2. Es sei id 
N 
und d quadratfrei; es werde 
e=dl, 
= dl 
gesetzt. Die quadratfreien Zahlen 
ky+isz 


sind identisch mit den Zahlen d(fy + Ü), für welche fy + | quadrat- 


ir T und zu d teilerfremd ist. 


Die Zahlen fy +1, welche zu d teilerfremd sind, sind gewisse 
volle Restklassen modulo 


fd = KR; 
denn, wenn Ö irgend eine zu d teilerfremde Zahl ist, ist 
= [(mod.f) 
mit 
z2= 0 (mod.d) 


entweder inkompatibel oder durch eine volle Restklasse modulo des 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen von f und d, d. h. durch eine oder, 
mehrere volle Restklassen modulo fd=% erfüllt. Es sei o die An- 
zahl der Restklassen modulo k, welche =! (mod.f) und zu d teiler- 
fremd sind. Auf den Wert von o kommt es hier nicht an, wohl aber 
auf die Konstatierung, daß 


e>0 


ist. Es seien 9, p”,--- die etwaigen Primfaktoren von d, die nicht in 
f vorkommen. Eine Zahl =!(mod.f) ist zu d dann und nur dann 
teilerfremd, wenn sie zu pp -- - teilerfremd ist; denn ein Primfaktor 
von d, der f teilt, geht wegen 


et 


in keiner Zahl fy-+l auf. Da £ zu p'p” -- - teilerfremd ist, sind die 


beiden Kongruenzen 
z2=|(mod.f) 
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en z= 1(mod.p’p” - - -) 


kompatibel, also og >O bewiesen). Ä 
Wenn L,::-, l, die go Restklassen bezeichnen, deren Zahlen 
= {(mod.f) und zu d teilerfremd sind, ist nun nach dem Obigen | 


Q(a; hy 1) Me (5 h, 1); 





el 
also wegen 
(Kl 
nach dem Ergebnis des ersten Falles 
} DE; k, !) Fr% 6 Be ir 
a ge) 
(N | p® 
p|k 
= 


Obgleich es auf den Wert von o nieht ankommt, möge er doch 
berechnet werden?. o ist die Anzahl der Zahlen 


(A) II ER Tr 


welche zu d teilerfremd sind; wenn p',p”, - - - die nicht in f aufgehen- 
den Primfaktoren von d bezeichnen, ist also o die Anzahl der Zahlen (1), 
welche zu 


op N P 
teilerfremd sind®. Nun stellt 
0,1,...,d—1 
= vollständige Restsysteme modulo P dar; wegen 
Del 
stellt 


0:51.58. -..,,(d—- 1) 
ebenfalls x solche Restsysteme dar, also die Reihe (1) ebenfalls 
Daher ist 





1) Hierbei braucht d nicht quadratfrei zu sein. 
2) Vgl. die vorige Anmerkung. 
3) Falls jeder Primfaktor von d in f aufgeht, ist natürlich P=1 und ge —=d. 
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8 175. 


Anwendung auf die Verteilung der Werte von u(n) in der 
Progression. 


Es sei (k, l) quadratfrei. Es bezeichne M, (x; k, U) bzw. M,(zx; k, I) 
die Anzahl der quadratfreien Zahlen < x, welche =! (mod.%) sind und 


welche aus einer geraden bzw. ungeraden Anzahl von Primfaktoren be- 
stehen. Dann ist nach den Ergebnissen der beiden letzten Paragraphen 


M,(#; k,l)— M;,(e; k,) =>0) 


nZzi 


SE. 0x), 
M,(e; hl) + Ma; k,) = Q(a;k, 
ce, 
wo 
. I, 
ist, also 


M(a;kD)oSe, 
N,(@; ke, I) = Sr, 
M, (2; k, I) A M, (2; k, l), 


womit der am Schlusse des $ 168 ausgesprochene Satz bewiesen ist. 





FÜNFTES BUCH. 


ANDERE PRIMZAHLPROBLEME. 





Siebzehnter Teil. 
Historische Einleitung zum fünften Buch. 


Fünfundfünfzigstes Kapitel. 


Historische Einleitung zum fünften Buch. 


Ss 176. 
Historische Einleitung zum fünften Buch. 


Die weiteren Primzahlprobleme, um welche es sich in diesem 
Buch handelt, sind keineswegs so beschaffen, daß ihre Lösung sich 
durch unmittelbare Anwendung der Ergebnisse und Methoden der 
ersten vier Bücher ergibt”. Vielmehr muß dazu eine Reihe weiterer 
Überlegungen allgemeiner Art hinzutreten,; insbesondere in Bezug auf 
die bisher nur gelegentlich® a ksnnene Benutzung Dirichlet- 
scher Reihen, Reiche bei freier Beh mehrdeutige Funktionen defi- 
nieren. Nachdem einige typische Probleme durch die modifizierten 
Methoden erledigt sind, lassen sich leicht weitere Gruppen von Frage- 
stellungen neu konstruieren und mühelos beantworten. In dieser 
Hinsicht will ich keine unnötigen Beispiele anhäufen; vielmehr be- 
schränke ich mich fast ausschließlich darauf, in der Literatur vor 
mir ohne Lösung vorhanden gewesene Probleme (die untereinander 
noch ziemlich heterogener Art sind und die verschiedenen Typen 
daher gut repräsentieren) zu erledigen. 

Im achtzehnten Teil beweise ich im Anschluß an eine meiner 
Publikationen® aus dem Jahre 1909 die Richtigkeit einer schon 1900 
von Herrn Lehmer®) ausgesprochenen Verhutung wobei ich dessen 


ey 
Wortlaut etwas berichtigen mußte und wesentlich verschärfen konnte: 


1) Derartige Probleme ließen sich in beliebiger Menge stellen, z. B.: Die 
Anzahl der Zahlen ky-+1<x abzuschätzen, welche aus genau » Primfaktoren 
zusammengesetzt sind, usw. usw. 

2) Im $ 64 und im Kapitel 33. 

3) 43. 

4) 1. 
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Es seien A verschiedene zu % teilerfremde Restklassen 
gegeben: ky+tl,,‘--,‚ky+Jl,. Es sei 
On)=1, oder —(, 
je nachdem alle Primfaktoren von n einer jener A Klassen 


angehören oder nicht; es sei v(n) die Anzahl der verschie- 
denen Primfaktoren von n. Es werde 


p(k)—h 


gesetzt. Dann existiert 





UNndeiate >00 
Den Anlaß zu dieser Fragestellung hatte Herrn Lehmer ein ganz 
spezieller Fall gegeben, in welchem die Theorie der quadratischen 
Formen schon auf elementarem Wege .den Beweis lieferte Es sei 
ke4ır=lihel, 


Dann konnte Herr Lehmer aus der Theorie der quadratischen Formen 


schließen, daß a 
Ir" On) 


F = 
lim — 


x=2080 


C 7 


ist. Ebenso erledigte er die Fälle 
k=3,4=1lı,=1 
und 
k=-6,i-l, u =1l. 
Übrigens waren bereits für 
k=4,i=1,1ı=3 


meine transzendenten Methoden nötig; diesen Fall, wo Herr Lehmer 


x 
Sa’) @(n) 
. n=1 2 
lim = — 
un & 7 
1) Er benutzte nämlich hier für ungerades n > 1 die Interpretation von 
2’) Q(n) 


als Anzahl der Darstellungen von n als Summe zweier teilerfremden Quadrate 
positiver Zahlen. 
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vermutet hatte, nebst den Fällen 
=3,4i=11,=2 

und 
| k=6,i1=1,,=5, 
d. h. alle übrig gebliebenen Fälle, in denen =2,4=1 ist, hatte 
ich® schon 1904 erledigt. Bei ihnen waren gewisse später eingeführte 
Hilfsmittel (Anwendung der Beziehungen zwischen WF(s) und |F(s)| 
im Sinne des $ 73 und Einführung mehrdeutiger Integranden) noch 
nicht nötig. 

Ferner beweise ich, was auch in jener Arbeit? vom Jahre 1909 
steht, als unmittelbares Korollar aus den Hilfssätzen des vorigen 
Problems, daß unter den obigen Voraussetzungen 


zen 
> 


1 


loga) * 


existiert und >O ist. Dasselbe gilt, wenn statt ©(n) eine folgender- 
maßen definierte Funktion gesetzt wird: 1, wenn jeder Primfaktor von 
n, entweder einer der Formen ky-+l,,---,ky-+ I, angehört oder in %k 
aufgeht oder, soweit er nicht zu diesen beiden Kategorien gehört, in 
gerader Vielfachheit auftritt; O für die übrigen n. 

Insbesondere, wie ich® schon 1908 entwickelt hatte: Bekannt- 
lich®) ist n in zwei Quadrate dann und nur dann zerlegbar, wenn jeder 
etwa vorhandene Primfaktor 4y + 3 in gerader Vielfachheit auftritt. 


> o(n) 
n=1 


‚im Sinne der letzten Definition von ®(n) fürrk=4, i=1, 1, =1 ist 
also die Anzahl der in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen bis x, und 
diese Anzahl ist daher nach dem ee Satz 


ob 





loss on’ 


b>o0O 


wo 





1517, 

2) 43. 

3) 88. Dieser Fall ging etwas einfacher zu erledigen, da für h=2 keine 
komplexen Charaktere vorhanden sind. 

4) Vgl. 8 143. 
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ist. Damit war eine Ergänzung zu einer altbekannten Tatsache aus 
der elementaren Zahlentheorie gegeben. Bekanntlich” ist jede Zahl 
in vier Quadrate zerlegbar; sogar in drei dann und nur dann, wenn 
sie nicht die Form 4°($y + T)(a>0, y>0) hat; sogar in zwei dann 
und nur dann, wenn sie keinen Primfaktor 4y + 5 in ungerader Po- 
tenz enthält; sogar in eines dann und nur dann, wenn sie ein Qua- 
drat ist. Es bezeichne A(z), B(x), O(x), D(x) bzw. die Anzahl der 
in 1, 2, 3, 4 Quadrate zerlegbaren Zahlen <x. Dann ist offenbar . 


für > 
A(a) = Ye] 
wo V%, 
ferner 
D(e) = [a] 
mX. 


Über C(x) ist für > 7 leicht entwickelbar: 
I x ] | 8 x 
Drlirageri gti | 
s 1 4 4 4 
[2] - 0) - FF] + ua) 1289 ++ | ; hi 


® EEE: — log”? 
N log 4 | 











ist, also 
x x & 


2-0) -*T er Te 











RL Hat +2)+ 0) 


ee tat: "ad inf.) + 0(7) + 002) 


| 


aan als a Hr 


+ O(1) + Olloge), 
Ol) 


Aber über B(x) war eben noch kein asymptotischer Vergleich mit 

einer elementaren Funktion positiven Argumentes bekannt, ehe ich 
B(x) »b_—— 

( Vlogx 08% 


bewiesen hatte. 





1) Vgl. $ 144. 
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Setzt man noch 


Ar) = Aa), 

B(a) = Bla) — Al), 

Ela) = Ola) — Bla), 

Da) = D(a)— Ce) 
d.h. versteht unter A(x), B(z), Ex), D(x) die Anzahl der Zahlen 
<x, zu deren Darstellung genau 1, 2, 3, 4 Quadrate erforderlich sind, 
so bedeutet dies Fe 

Ar) Ver, 


x% 
Blx) » Dan 


5 





Im neunzehnten Teil beweise ich — dem historischen Problem 
entsprechend unter Verzicht auf alles über den bloßen Konvergenz- 
beweis nebst Wertbestimmung hinausgehende — im Anschluß an eine 
Arbeit von mir» (1907) die Konvergenz 

1. sämtlicher in dem berühmten fünfzehnten Kapitel des ersten 
Bandes von Eulers? „Introductio in analysın infinitorum“ auftretenden 
Reihen, welche von der Verteilung der Primzahlen abhängen; es waren 
bis 1907 einige übrig geblieben, für die ich zuerst den Konvergenz- 
beweis erbracht habe, nachdem die anderen nicht durch allgemeine 
Konvergenzsätze erledigten von den Herren Mertens”) (1874) und 
von Mangoldt®) (1897) bewältigt waren; 

2. sämtlicher bei Möbius? (1832) vorkommenden Reihen; 

3. sämtlicher in einer Arbeit Cesäros® (1885) auftretenden Reihen, 
bei denen das, was er als Konvergenzbeweis von 

Sa, 
n=1 


ausführte, durchweg nur der Existenzbeweis des Limes 


[6,0] 
. [43 
lım > ns 
er 


war; 

1) 33. 
2) 2. 
3) 2. 
4) 45 3 
ER. 

65. 

Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 42 
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4. einiger Reihen, ‘welche Herr Kluyver” mir brieflich mit 
heuristischer Wertbestimmung vorgelest hatte. 

Wie gesagt, will ich auf diese meist klassischen Probleme nicht 
neue häufen. 

In diesem neunzehnten Teil, in welchem ich von der komplexen 
Integration keinen Gebrauch mehr mache, sondern alle Ergebnisse aus 
früheren elementar herleite, schicke ich, um eine möglichst einheitliche 
Darstellung zu gewinnen, ein allgemeines Kapitel über Multiplikation 
Dirichletscher Reihen® voraus. 

Im zwanzigsten Teil gehe ich zu einer ganz anderen Art von 
Primzahlproblemen über. Tschebyschef? hatte 1853 ohne Beweis 
den folgenden Wortlaut veröffentlicht: 

„Si de la totalit@ des nombres premiers de la forme 4» +35, on 
retranche celle des nombres premiers de la forme 4n’+1, et que 


. D . . >» . , x 
l’on divise ensuite cette difference par la quantite ve, on trouvera 


plusieurs valeurs de x Be que ce non s’approchera de l’unite 
aussi pres qu’on le voudra.“ 

In Formeln: Wenn f(x) die Kan der Primzahlen An +1 <a, 
9(x) die Anzahl der Primzahlen 4n +3 <x ist, so gibt es nach An- 
nahme von d und$enz=x(&,0)>E derart, daß 


| gie) — - f@) in 





log 
GeH: 
a 9) — fix) ejelss 
Vx 
log 
ist. 


Diese Behauptung liegt in ganz anderer Richtung wie die bis- 
herigen Sätze über die Primzahlen in arithmetischen Progressionen, 
welche für den vorliegenden Fall in 


ie 9(&) — fa) = Olwe“"*?) 
gıpfeln. 


Für jene Behauptung existiert noch kein elementarer Beweis; 
syn Ankündigung, er habe einen solehen, scheint mir 





1) Vgl. meine Arbeit 83, 8. 145—153. 

2) So lautet auch der Titel meiner Arbeit 33, in der die obigen Konvergee 
beweise zuerst geführt sind. 

3) 3. 
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umsomehr auf Irrtum zu beruhen, als für zwei andere Behauptungen), 
welche er gleichzeitig als aus derselben Identität? fließend ausspricht, 
bis heute unter Benutzung aller Hilfsmittel kein Beweis (übrigens auch 
keine Widerlegung) vorhanden ist. Aber funktionentheoretisch ist 
der obige Tschebyschefsche Wortlaut schon zweimal bewiesen 
worden: Zuerst 1891 von Herrn Phragmen?, zuzweit 1905 einfacher 
von mir®). 

Ich setze im zwanzigsten Teil meinen Beweis auseinander, der 
sich auf einen allgemeinen Satz® über Dirichletsche Reihen mit 
Koeffizienten > 0 gründet: 

Wenn die endliche Zahl « die Konvergenzabszisse einer 
Dirichletschen Reihe 


ist, deren Koeffizienten >O sind, so ist « ein singulärer 
Punkt der für 6 >« durch die Reihe definierten analytischen 
Funktion. 

Die Tragweite dieses Satzes liegt darin, daß eine Dirichletsche 
Reihe gar keinen singulären Punkt auf ihrer Konvergenzgeraden zu 
haben braucht, wie z. B. die ganze Funktion 


1 1 1 
el) 
zeigt. | 





1) Wenn x(p)=0, 1, —1fürp=2,p= 1 (mod. 4), p= 3 (mod. 4) 3 h. x(n) 
der Nicht- Hanptcharakter modulo 4) ist, so sei 


1. lim Dyp)e”? = -- 00, 
dö=+0 2 


2. im Falle der Konvergenz von 


Dr) fo) 
p 


wo f(x) monoton abnimmt, 


lim Y& f(&) = 0. 
c=8 
2) Die Identität, auf die er anspielt, ist natürlich 


x 
Drm)lgn= I x @")logpxm). 
21 pNinsz 
3) 1% 
4) 21. 
5) Derselbe ist in meiner Arbeit 21 zuerst bewiesen. 


42* 
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Nachdem ich wegen der historischen Wichtigkeit den Phrag- 
menschen (von Tschebyschef vermuteten) Satz bewiesen haben 
werde, der sich auf das spezielle 


k= 4 


bezieht, mache ich einige Bemerkungen über den Fall des beliebigen %. 
Alsdann beweise ich mit derselben Methode über x(z) eine Reihe von 
Sätzen ähnlicher Art („gewisse Ungleichungen gelten unendlich oft“), 
welche in unwesentlich geringerem Umfange zuerst, aber nicht so ein- 
fach von Herrn Schmidt! bewiesen worden sind. 





1) 1. 





Achtzehnter Teil. 
Über die Funktion I>2”"O(n). 
n=1 
Sechsundfünfzigstes Kapitel. 


Die erzeugende Dirichletsche Reihe und ihre analytischen 
| Eigenschaften. 





Sa WR 
Einführung der Dirichletschen Reihe %(s). 

Es bezeichne ©®(n) die Zahl 1 oder die Zahl 0, je nachdem jeder 
der v(n) Primfaktoren von n einer der A arithmetischen Progressionen 
By, ky-+l, 
angehört oder nicht, wo /,, ---, {, gewisse verschiedene, im Intervall 
(1... %) befindliche, zu % teilerfremde Zahlen sind und A einen der 
Werte 1,2,--,hA=yg(k) hat. Dabei ist unter ©(1) der Wert 1 zu 
verstehen. | | 

Es ist offenbar für o >1 


PAGE :) ’ 
0-2 n 


tat at + mt ), 


q 





wo g alle Primfaktoren durchläuft, welche einer der A Progressionen 
angehören; für 6 >1 ist daher 





d(8) = 
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s 178. 
Beziehung zu ZL,(s). 


Für jeden einzelnen solchen Faktor 


1 
1+ pi 
Sy) 

pad 4 

p’ 


der also die erzeugende Funktion im Falle eines einzigen (d.h. 4=1) 
liefert, ist | 


De 

9-11 -— 
pzi 1 —_— 

p° 

ei 


1 
ie 
p=! ( ms =) p=i| 
p 
eine für 6 > 1 reguläre und nicht verschwindende Funktion. Es werde 


log f(s) für s> 1 reell definiert. Dann ist, wenn 9, (Ss), 95(8), - - - lauter 
in der Halbebene 6 > 5 absolut konvergente Dirichletsche Reihen 


bezeichnen, 


log f(s) = — BD log (1 = =) +2 log (1 a) 
p=l pzl 


._ Pr +9,(8). 


Nun ist aber 
h : 


LEE 1 
22 m Din log L,(s) + 9(8); 


p=i z=1 
also ist 


2 
lef()- >, m 108L.6) +46), 


LH 


folglich, wenn dies für !=1|,,---, !, angesetzt und summiert wird, 


4 h 
a 2 1 
lgF)-; 2 >, 181,0) +@) 
v=1 z=1 * 


= ea logL(s)+ + e&,logL,(s) + 46), 
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‚wo &, +, e, Konstanten sind und insbesondere 


1 
a EN 
h — /R (2) 
SD 


h 
ist. 
8 179. 
Analytische Eigenschaften von 7% (s). 
Nach $ 151 ist bei passender Wahl eines {,>3 und eines « > 0 

« 1 

für Dt, opt 

Ess 0, 


Hieraus folgt gerade so, wie bei log&(s) in $ 163 geschlossen wurde: 
Wenn 


0<d<- 


ist, so ist für t>4,0o>1 — 
NlogL,(s)| < c, loglog!t. 


Es ergibt sich sogar | 
logL,(s), <c,loglogt; 


denn, wenn statt der dort angewendeten Formel aus $ 73 


IRF|< Be +21, 


r—P 


die hier erforderliche andere Formel aus SA 6 


Fl <Iri+ BER +24, 





verwendet wird, so kommt eben das eine Glied 
7l= SlogL,(1 +, +8) 


| 
<lgL, (it, tE) 
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hinzu. c, kann gleichmäßig für allex=1,:---, h gewählt werden. 
Dann ist für {| >, Dim 
log Z,(s)| < @loglog |?|, 
d. h., da bei passender Wahl von £, jenes Gebiet der Halbebene 6 > $ 
Wi 108869) < @loglog Et], 
NlogY(ls) <e,loglog|t,, 
188) |< 1log® It]. 


Da ich in dem vorliegenden Primzahlproblem nur das höchste 
(Glied berechnen will, verkleinere ich b, indem ich es durch eine solche 
kleinere positive Zahl db, < 5 ersetze, dab für 








b, 
>23, 021- re 
und für 
3 21-5 > v 
L,(s) +0 


ist. Dann ist also bewiesen: 

Es gibt zwei positive Konstanten d),<?5 und ce, derart, 
daß in dem durch den Schnitt von 9 bis 1 aufgetrennten 
Gebiete 


21-8, für t>3, 
o>8-=-1-,% für3>t>—3, 
b, 2 
a arn für t<—3 
3(s) regulär ist und für 
b, 
t>3,0o>1-— ost 


die Relation 5 
ı8(68)| < log“ 





{| 
erfüllt. 


Wegen 
Ri 21 
log 3 (8) = „logLZ (s) + @ log L;(s) + +e,logL,(s)+ 94(8) 
ist 5(s) auch auf dem Schnitt, exkl. s=1, regulär und am unteren 
Ufer gleich dem Werte am oberen Ufer mal 


1 
yet 
h 
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Im Punkte s= 1, also in dem ganzen Gebiet ohne Schnitt, ist 


24 1 
log $(s) — 7, 18, 


regulär. In der Umgebung von s=1 gilt für die Funktion %(s) die 
Entwicklung 
1 
eh As eAis— DH) 


EN 


”r —— Pis—1), 


i (s — 1) h 
wo 


A+0 


1st. 





DSiebenundfünfzigstes Kapitel. 


Beweis des Hauptsatzes, 





8 180. 


Die komplexe Integration. 
Da nun 
2 +2; 


> 2%) O(n)log - = > J = S(s)ds+ O(1) 

ist, so ergibt die bekannte Anwendung des Cauchyschen Satzes (vgl. 
$ 81), bei der hier nur 1. das obere Ufer des Schnittes von. ® bis 
1— 0 (wo ö positiv und hinreichend klein ist), 2. alsdann von 1 — Ö 
an der Kreis um 1 als Mittelpunkt und mit d als Radius im nega- 
tiven Sinn bis 1— 6, 3. schließlich das untere Ufer des Schnittes von 
1— 06 bis ® einzuschalten ist, nach den im vorigen Paragraphen zu- 
sammengestellten Eigenschaften von %(s) 


x in NV | 
—2mi > 2m @(n) log — eh 5 36)ds + O (we "Vieer), 
N F 


wo (#:-- 9) den oben angegebenen dreiteiligen Weg bezeichnet” und 
«& eine positive Konstante ist. 





9 
1) Die Vorsichtsmaßregel des Kreises um 1 ist im Fall er ae. Ba 


unnötig. Alsdann darf ruhig am oberen Ufer von ® nach 1 hinein integriert 
werden und dann am unteren Ufer zurück nach %. 
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Nun gilt in der Umgebung von s=1 die am Schluß des vorigen 
21 


Paragraphen angegebene Entwicklung. Wenn (s— 1)* für s>1 reell 
gemeint. ist, sind A,, Ay, reelle Koeffizienten. An beiden Ufern 
21 


des Schnittes bedeutet dann Br — LE EB einen bestimmten Wert; die 
3 
8 
24 


betreffenden Wert von (s — DE 
et (A, +3, (e—-1)+ 3,6 = DZ 


2 2ı 
(31) 
Auf der Strecke 3<s<[1 ist nun 
"Bls = IH Be = 1) ps] 2 Diesen 
22 


Pe } gt 
u sBel 
( 1) h 








+_- ri 
Amplituden sind e” * hi 











was in s—1 hinein integriert werden kann und auf dem Wege hin 


und zurück den Beitrag 
1 


Ofw(1-s) *ds 
0) 


liefert. Daher ergibt sich 


1 


“ 21 
fi Dr bar 2 zura le "a ds+0 [eig * ds, 
ERS 2 Beer : 


wo die beiden ersten Integrale rechts über den dreiteiligen Weg zu 
erstrecken sind. 

Wenn Py 

h 





gesetzt wird, ist also, da 
Da ah Olxe- «Viog =) 


| 221 D70 O(n)log-— A, er „ds+ A n=i ds 
(1) ' 
+0 al —-s)’"ds+ O(xe- Vie «) 
0 


Be a nn zn 
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wo die beiden ersten Integrale am oberen Ufer von O bis 1—06, über 
den Kreis um 1 im negativen Sinn bis 1—0d und dann am unteren 
Ufer bis 0 zu erstrecken sind. 

In Bezug auf n unterscheide ich nun vier Fälle: 


1E MAN, 
2. y=1, 
3. Keenser2r 
4 n—2. 
1. Es sei 
h 
d. h. 
Mel. 


Dann können beide Integrale auch nach 1 hinein erstreckt werden, 
und man hat einfacher 


1 


—_ Imi 22" O(n)log-- Mar Ey x 
ll 0 


a En 





1 1 
er of — 5) "ds + ofzu — 5)? ""ds + O (ze Ve?) 
1 


re ge +0 IE a s) ds + Ola nee: 





Ya) 
ist und (1 — s)’ den reellen Wert bezeichnet. Nun ist 


1 1 
e) 1—u 
x x 
f ds—= | —— du 
(1— 5)" u 
ö f) 


1 
u lo a 
—ı fe A ERIK? 





log x 
fern 
(log x)" PR " 


Dekan} 


I dog Kar L 
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und rt 4 
Ofa'(ı — 5) "ds = Olaf eu "du) 
0 N 
ee, 
(log ©)" 
also 
BILL © (n) log — 
(2) I = X -bd ’ 
log @)' =" 
wo + 
+0, 
also eo ipso — ohne genauere Realitäts- oder: Vorzeichendiskussion D — 
b>oO 
ist. 
Dasselbe Ergebnis (2) mit 
| b>0 


werde ich nun, ehe ich weiter schließe, in den drei anderen Fällen 
finden. 
2. Es sei 


d.h. 
n=1. 


Dann bat %(s) einfach einen Pol erster Ordnung im Punkte s=1, 
und der Weg von O0 um 1 und zurück liefert jedenfalls | 


— 2ribx 

mit 

b+0 
und daher (2) mit 

b>%V: 

3. Es seı 

h 

5 UNE N: 
dann ist 

en in 


und in (1) kann wenigstens das zweite Integral in den Punkt s=1 
hinein erstreckt werden: 





1) Diese Diskussion ist natürlich sehr einfach. 
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x 0 | ı 
# . or Rn) u “ ar $ re 
(3) 2ni >’ 2 O(n)log r af ai ds + ZE (1-5) "ds 


n=1 


4 Olxe “Vs2) 
Durch partielle Integration ergibt sich 


x 1 on 1 e 
Eee dr ame 


0 
es de — ol)+, —log# Te Br ds 
0 


ee zogen 
0 














wo 


Yo 0 
ist; wegen O<n—1<<1 ist nach dem Falle 1. 


il 
de 06 
DR Te 
ae m 
0 


ferner ıst nach dem Falle 1. 


ofe ER "ds = Maren a)? - ;)° 


Aus (3) folgt also auch hier die Richtigkeit von (2) mit 





Dr=. 
4. Es sei 
—h, 
u) 
dann ist s—= 1 ein Pol zweiter Ordnung von > aus 
DO RERE: b, ai 
Sa ls —1)? sr s—1 gr 
mit 
A,+0 
folet 
a 8 





- (a +6 Delogx+-- Mar 


A,xloge+DB,& 
s—1 





A 
ee ee, 
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wo das Residuum 
A,xlogx +B x 
ist. Daher ist hier . 


\ 


2" o(n)log® = Aynloge + B,a + Olwe“"e), 





n=4 
also 
hi ® (n) log — 
im ae ee — A, 
C=o % 
; u al 
dog a) +" 
— b, 
wo 
DEV: 
d.®h: 
b>U 


ist, wie in (2) gerade verlangt wird. 
In jedem Fall haben wir also gefunden: 


v(n) \ a HE er x ER 
(4) > Oel, der ze 2) 


wo 


ist; anders geschrieben: 


x 


BIER O(n) log m en 
1 


N Re 


(log x) 
8 181. 
Übergang zur Endformel. 


Daraus folgt bei gegebenem konstanten ö > 0 weiter 





c+dx 
v(n) ai + 6% c+6% 
>’ 2 O(n) log — — mb ABET: 
nz (log +00) * 
+ 6% 
I Va 
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d.h. >, 
Rn: +0% + 9% 
v(n x x BB 
Dr om) lg” = b "+0 GE 2 2) 
a2 (log 3 Sr (loga) * 
also durch Subtraktion von $ 180, (4) 
c<+dx 
log (1+ +92? ”&(n) + 22 ” Y(n) log” E x 
n=2+1 
x % 
— 50 Rn ( m) 
(log 2): Er (loga) * 
Wegen 
c+ödx 
0 < D2"on) log” Zar = 
n=x2+1 
z+dz 
<log(1 +8) 22" on) 
n=ı+1 


folgt hieraus einerseits 


< vn) Ö x x 
2 On) Sbysars) EL a: Ä| a) 














Jr | (loga) * (doga) * 
andererseits 
z+dx : 
v(n) ) x & 
Do) dar it ( | =) 
u doga) * (oga) * 
also, wenn E, statt x geschrieben wird, 
x SH 
v(n) Ö 1-+6 x 
2? On) Sdigara, allen) 
a (108 2 ) 2 doga) * 
1+8 


Ö % ; x 
Prransare at a) 


daher ist erstens 


. n=1 
re a4 
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x 
ICH )Q(n) 


lim sup" > ud 




















(log x) 
zweitens 
x 
Im on 
. . n=i Ö 
ua nes 
_27 
(loga) * 
x 
PH rg (n) 
lim inf "=! >b 

A 22 

Tanz. 

(oga) * 

und somit 
Nr "m g(n) 
lim %= —b 
e=o@ 
_2 
doga) 


Der Wert der positiven Konstanten b ist folgendermaßen ; zu be- 
stimmen. Es besteht der 
Satz: Die Dirichletsche Reihe 


x 


Fi) - Bi 


n=l 


sei für s>1 konvergent, und es gebeein 7 >(0, so daß 


PL 
Imsrr 
BETT Fr 

log)" =" 


existiert" Dann ıst für zu 1 abnehmendes s 


lim (s—- 1)" F(s) = bI(n). 


Den Spezialfall „ = 1 hatten wir in $ 31. 





1) Natürlich folgt hieraus die erste Voraussetzung. 
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Beweis: Wenn 


Sa, = S() 


ZN 


gesetzt wird, ist für s>1 
F(s) - > Sn) BA — 1) 


I 
mol 


=>, S(n) e Mm r „) 


Nun ist (sogar für alle komplexen” s) 





























J 1 / du 
" n+1)% > +1? 
1 1 n+1 
5 1 
n’ ey Ei =: [ Ver En) du 
i n+1 n 
: dv 
— s(s+ )f a 
also N u 
ee zalsbllert 
n' (n—+ 1) meRN ne+2 
= ir) si 1. vist infolgedessen 
4 1 5 s(s 1 
Se 


| ee a 


wenn für s>1 


0 e  Fsw(d- 


- 66) 





le wird, ist daher 
KIOIETI E 
lim (1'690, 29 
1) Hierfür wird die zu entwickelnde Relation (1) in $ 198 zur Anwendung 


kommen. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 43 
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d.h. 
(2) lim ( Else, Dt > m) N) 


el 





Nach Voraussetzung ist 
N R 
Ben + 9 (Mean) 
also, wie leicht ersichtlich, 














Sn _ 5,5 
2 na DIE m’ ms n)1= nT A 
wo 
lim a EN 
re 1 
=, n’ (log ni" 
iBL Aen; 
> S(n) 
s+1 
(3) lım — RE A? 
ih XS 1 





van’ (log nr 


Nun gibt es bei sn n ein festes ganzes v, so dab für 
u> v die Birkan von u>1 
u (log u)!" 
beständig mit u wächst, welches auch der Wert s>1 sei; denn ihre 
Ableitung nach u, nämlich 
swt(llogu)! "+ (1 — n)w!(llogu)-", 
ist (u überdies > 1 angenommen) positiv für 


slgu+1—-n>0, 
also sicher für 
logu+1—n>0. 
Daher ist 


1 au x 1 ie 
v * (log vyi- ü fr ‘(log wi L = n’(logn)' SF: (log u)' 7? 
=»v v 


folglich, wenn das Zeichen — asymptotische Gleichheit für zu 1 ab- 
nehmendes s bezeichnet, | 
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oo [0,0] 





663 





1 2 1 
2% n’ (log Pe 1 zer n’ (logn)‘ =" 


oo 





du 
I) uw (logw*” 


oo 


du 
I u dogu)'" 





f e’dz 
es, 
E 


oo 
— fee dgn-1gz 
{ 


oo 
1 
ee fe"wr-!au, 
@—1).% 


oo 


Ben 7 l nn -u,n-1dhn 
(s— 1) 2 am f. wıidw 


s—1 


oo 
fe uoyn-idw 
0 


- In). 
Daher ist wegen Sn 


47 0 en 
lim (s — 1) SL 1 00), 


Ne! 





: 1. _ 
aD (8 a 1) 2 nr! DR bI'n), 


mw 





folglich nach (2) 
lim (s — 1)" F(s)=bI(n), 
s=1 


wie behauptet. 
Bei unserem Problem ist 


24 1 
log (s) = „0 z 





"log (s—-1D)L,®) 
+,logL%(s)+:-- 


+ e,logZlL,(s) + AS), 
43* 
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also 


2% 1 2IN: 
lim (log 3(5) an) log — ) ge en log ((s — D)L,(9)) 


+ slogL,(l)+. +e,lgZ,. HERR), 
21 


Ina 
Bl 





folglich 


gleich e hoch dem vorigen Ausdruck, demnach b gleich dem Quotienten 
hiervon durch r(%7)- 


Wegen 
1 
19-] (1 -.)@ 
p|k 
ist hierin noch 


lim log (6 — DL, (9) = log + lim log ((s — 1)£6)) 
s=1 s=1 


Übrigens läßt sich im Falle „= 2 (nieht aber im Falle) 71, 
wo der Integrand in s= 1 auch nur einen Pol hat) das Ergebnis 


DI 2WO(n) » br logx 
n=1 


auf ganz elementarem Wege erzielen. 
Es ist im Falle n=2(A =h) 


D'2” (m) On) en > 2 en: 
2l nel 
über alle zu % teilerfremden n <x erstreckt. Hier ist für s>1 
| r 1 
ON 
p (i ns p 


wo p alle nicht in k aufgehenden Primzahlen durchläuft. 
Wird zunächst 
1 
le 
63) 
DI 


1) Dieser Fall ist sogar der allerinteressanteste unter denjenigen, für welche 
die transzendente Methode erforderlich ist. 
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ER > nn m® 
n=1 m=1 
5 t(n) 
=> n” 


n=1i1 


betrachtet, so ergibt sich bei wachsendem x für die zugehörige summa- 
torische Funktion 


P(&) = = t(n) 
N 











aa ty 
- 3 >1+23 21-21-3231 
| N. nt: Mr 
z z 
-S [7] + > ],|-[Vel-Ive] 
n=1 m=1 


2 + os VER OLL))- 


— 2% (sloge+ C+ 0(,)) + 0(Vr)- 
= lege + (20 —-1)2 + O(Yya). 


Nun ist A 
s0-2@]TG-ITU-7 
1 
1; 
— £2(s) BETH 
aa ( Kae 
e 
— a De) Fre 
n=1 p|k ur 


Es ist für s>1 


BoD, - 3: 
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und die zur rechten Seite gehörige summatorische Funktion 


R(&) -> 6 


Vx 
-Dumz(s) 








% Ve 
= Dun) (log + @0-D4)+ 0 DV 
n=1 war 
Vx va 
| BOOTE Vai 20-1 u(n) ol ik 
% 12 > +( De +0(v2 35) 





= zlogz (3 + 0(7,))-2 (Den le) 


+(@0— Da(a x 0(7,)) + O(Yzlog«) 


yx 
— "a loga + Ex + O(Yaloga). 


Aus 3 = A 
C 
OR 
n=] n=1L 


d, 2 a 
Zul liste) 
k 


eine für s>0 absolut konvergente und nicht verschwindende Di- 
richletsche Reihe darstellt, folgt nun | 


»3 2m) Q(n) N d,R (2) 
n=1 n=1 
Da (eei+23)+o Dia VE log - 
n=1 
DIE A — Haben 4 olya I > a), 


n=1l 





1) Es wird über u(n) nur die triviale Abschätzung | u(n)| < 1 benutzt. 


% 
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also a fortiori 





BR 
— 3 [ an? 
p|k GR 





Achtundfünfzigstes Kapitel. 


Erweiterung der Voraussetzungen. 





$ 182. 
Andere Definition von O(n). 


O(n) möge jetzt auch stets 1 oder 0 sein, aber O nur dann, wenn 
n mindestens einen solchen Primfaktor in ungerader Potenz enthält, 
welcher einer der h— A von ky+l,,---, ky + I, verschiedenen teiler- 
fremden Restklassen angehört. Wenn I,,,,::-, 2, diese Restklassen 
repräsentieren, so ist die erzeugende Funktion offenbar 


n°® 


RZ 


er ) +++) 1] LI Hetzet) 











v=1 p= 2, v=A/A+1 »=l, 
1 1 
h 
-I II mg 
1 1 
v»=1 p=1, FL ge v=i+1 p=1, ErRERT, 


Zu dem alten %(s) tritt also nur ein Faktor hinzu, dessen Logarith- 
mus eine für s>5 absolut konvergente Dirichletsche Reihe ist. 
Daher bleiben die analytischen Eigenschaften von %(s) unverändert, 
ebenso die Endformel 


Ir R) 9 (n) 
Im. > (); 


= > 
2 


jr 
h 








(log &) 
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Der Limes ist gleich dem . Limes mal. 





1 
h il + — : 
p 
I: 
p|k 1 o=i/+1 p=1l, np 
8 183. 
Analoge Behandlung der Summe DS On). 
Z! 


Ich mache über ®(n) die Annahme, daß es entweder der ersten 
oder der zweiten obigen Definition entspricht. Dann gehört zu ©(n) 
(an Stelle des früheren 2” @(n)) im ersten Fall die erzeugende Funktion 


x 2 
>=2=-]] I] ++ mt .) 


ni v=1 p=l, 


sahen. 


v=1 p=l, = 


2 I + 9, (8) 


. 1 
4 - ——— log Z,(s) + 92 (8 
7 > 2,0%) g Ly(s) + 92(9) 


vi 
— eAlogZl, ()+ te, logLy(s) +9 @, 
wo jetzt gegen früher nur die Änderung vorliegt, daß 
fe A 
A, 
$ ae ? ‘ 
(nicht r) ıst. Im zweiten Fall tritt nur der F aktor 


IC +44) II TI Hördr) me 


pık v=/A+1 p= 
hinzu, der nichts ändert. 
Daher liefern die Untersuchungen der Kapitel 56—57 





x 
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ni 








Insbesondere für 

| ee a a | 
bei der zweiten Definition von ®(n) ergibt sich für die in $ 176 er- 
klärte Funktion B(x) 


nz loss’ x 


wo b nach $ 181 den Wert 
je 
- e -; i ll) 


hat, der sich noch so transformiert: Es ist für Ber 




















&(s) = 
— 5 p= 
5 
N 
1 
—]| Fr Dr a 
1 1 
Keen N keuee. 
u! we p 
Tex 1 
N N ee 
15 ger BIN Ba 


lim (186) L() = LO) 


Fe Ne Wall, 














Neunzehnter Teil. 


Konvergenzbeweis einiger klassischer Reihen aus 
der Primzahltheorie. 
Neunundfünfzigstes Kapitel. 


Hilfssatz über die Dirichletsche Multiplikation unendlicher Reihen. 


Begriff der Dirichletschen Multiplikation. 
Es seien 
(1) Du 
n=1 
und 
(2) | SB, 


zwei konvergente Reihen. Wenn beide absolut konvergieren, so kon- 
vergiert bekanntlich die Reihe 


x 


BP Be 


n,m=1 


bei jeder Anordnung der Glieder und ist dem Produkte der beiden ge- 
gebenen Reihen gleich. Insbesondere konvergiert die Reihe BR: 


a, Bı+(e, ßs+,ß,) +(e, B;+&ß;+ 3 ß,)+ (@, Pt PB; +0; ß+0,ß,) use 


wo die Glieder mit gleicher Indexsumme zusammengefaßt sind, und 
die Reihe 


ht tah)t au th) tt tB)t 


wo die Glieder mit gleichem Indexprodukt zusammengefaßt sind. Die 
letztere Reihe ist so zu bezeichnen: 


© Ir 


$ 185. Multiplikation einer konvergenten mit einer absolut konvergenten Reihe. 671 








wo 
m=n 2 Pa 
ist. 

Ich nenne (3) auch ohne die Voraussetzung der absoluten Kon- 
vergenz von (1) und (2) das formale Dirichletsche Produkt der 
Reihen (1) und (2) und suche hinreichende Bedingungen dafür, daß 
(3) konvergiert. Nach dem Öbigen ist absolute Konvergenz von (1) 
und (2) eine solche hinreichende Bedingung. 

Die Quelle der ersteren „Cauchyschen“ Multiplikationsregel (kon- 
stante Indexsumme) liegt darin, daß die zwei Potenzreihen 


© 
Say 
n=1 


und 
oo 
BER, 
n=t 


bei ihrer Multiplikation und Zusammenfassung der Glieder mit gleichen 
Potenzen zu 


oo n—1i 


> a ner 


n=2 


führen. Ebenso spreche ich bei der zweiten Regel von Dirichlet- 
scher Multiplikation, weil im Falle absoluter Konvergenz 


© oo oo 
>’. >= >27: 
f n’ vs n° 
n=1 | MN 


ist, wo y, die obige Bedeutung hat. 


sel: 
Über die Dirichletsche Multiplikation einer konvergenten 
mit einer absolut konvergenten Reihe. 
Es gilt nun der 
Satz: Wenn 
Do, = 4 
mr 


absolut konvergiert und 


TR 
b 
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konvergiert, so ist 
x 

ER 
n=1 


wo 
9ER = Iaß, 
ı|n 7 


gesetzt ist, konvergent und 


Sy = AB. 
n=\ 
Beweis: Es werde 
2,= A), 
> &, “ Fi A (u), 
> Pß,= B(u) 


I 
an 


n 


Nach Voraussetzung gibt es u. a. ein 9,'so daß für jedes « 


gesetzt. 
| Au) <g 
und 
2W)|<y 
ist. Es sei ö6>0 gegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung ein 
»=4(6)>]1, so daß für alle g>A und alle r >O erstens 
De Ö 
> ex = 69 ? 
n=q 
zweitens 
() 
Burn -Ba)<;,: 
drittens 
Ö 
Ag) Biq) - AB <z 
ist. 
Nun ist 
mn Pm 
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x 


> vu Ale) B(@) -S Q, (2(*) - 2) 
ar £ 
Diele) - B@)+ D «(B() - 20), 


I=Vx +1 


also für 2>4°, da alsdann in der ersten Summe jedes Argument eines B 
mindestens A, in der zweiten Se jeder Index eines « größer als A ist, 


Iy,- 40) Be) <  S1a]+29 2 le; | 


i= Ve+i 
9 a 29 5, 
=36, 
Zr AB|<| I7,—A@) B@)|+|A@) B@)- 


<30+49 


was zu beweisen war. 


Sechzigstes Kapitel. 


Eulers Reihen. 


$ 186. 
Eulers Reihen. 
Bei Euler” steht gedruckt: 
1 1 [1 


ee a Ra 
(1) ne Pa la: FE weT ae, 


wo nach seinen Erläuterungen und seinem vermeintlichen Beweise die 








- linke Seite in moderner Schreibweise die Reihe 


Sramate 
N 
n=1i1 


t) 1, S. 182—183; 2, S. 244. 
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ist und hierin y(n) den Nicht-Hauptcharakter modulo 4 bezeichnet: 
ı«n)=0,1,0,—-1fürn=0, 1, 2, 3(mod.4). 

Die Konvergenz dieser Reihe habe ich in $ 172 bewiesen; was die 

Wertbestimmung — die nunmehr keine Mühe macht — betrifft, so 

kommt sie folgendermaßen heraus: Für s>1 ist 


DISS ip 2 ae = 
n° 
n=1 








p 
Berie 
-] T— D 
x(P?) 
yet Ser 
1 1 
an (nm) I Wal: x(P)) 
na 2 28 
ul W 3 
- Me 
1 28 
Ser: 
n=1ı N 
= ne 
928 © x) 
i+ a 925 ar 





-(- 


ya) 1. Niyun)an) 
DD 
el n=1 


folglich 
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Durch Dirichletsche Multiplikation der in der Form 








(2) Beror +02 2400 4.,—& 
geschriebenen Gleichung (1) mit 
1+5+042+4040+4042+...—2, 


wo die linke Seite absolut konvergiert, folgt nach dem Satz des 
$ 185 die weitere bei Euler” unbewiesen stehende Gleichung 


2 1 1 1 1 1 1 1 1 
Bern stats ts ent ee» 





in der links = das Vorzeichen y(v)A(v) hat, wo v der größte un- 


gerade Teiler von n ist. 
Ebenso ergibt sich aus (2) durch Dirichletsche Multiplikation 
mit der absolut konvergenten Reihe 


1 L 1 2 
N N ee ehr 
die von Euler?) heuristisch hergeleitete Gleichung 


3 RE ge Be BE: ee = 
Th sata tat OT 








in der links = das Vorzeichen y(v)A(n) hat, wo v der größte un- 


gerade Teiler von n ist. 
Endlich folgt aus (3) durch Dirichletsche Multiplikation mit 


oo 
De er, 
N 1—} 





| 
3 
9) 
wo 
a4, = Ir 
a,=2 (@ = I); 
sonst 


ist, die bei Euler® unbewiesene Gleichung 











1 1 1 1 1 1 1 Le 37 

2 ee ee ee 
1) 2, 8. 248. 
2) 2, 8. 245. 


3) 2, 8. 246. 
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deren linke Seite el aus En unendlichen Produkt 





1 
a-„JU-HUa-HJE-DU NUN 
entsteht, wo 2, 5 und die Primzahlen 44 + 3 das Minuszeichen, die 
anderen Primzahlen das Pluszeichen haben), 


Einundsechzigstes Kapitel. 
Möbius’ Reihen. 
8 187. 
| Möbius’ Reihen. 
Neben der Relation 


oo 


u(n) log n- 
ET 
n 
1 


n= 


von der schon früher” die Rede war, steht bei Möbius?® noch — 


mit vermeintlichem, aber unrichtigem Beweis — die Gleichung 
1 1 1 1 1 1 1 4 
Its oe rTeon gen 


in der die linke Seite 


N 
n=1 - 
für den Nicht-Hauptcharakter modulo 4 ist. Die Konvergenz ist im. 
S 173 bewiesen; der Wert ist richtig, wie aus der für s>1 gül- 
TT 


tigen Rechnung 





1) Daß dies Produkt konvergiert, ergibt sich aus der in $ 109 bewiesenen 


Konvergenz von 
> x». 
p 
p 


Daraus folgt natürlich gar nichts über die Eulersche Summe. 
2) In $ 150 und $ 158. 
3) la, 8. 123; 1b, 8. 612. 


8 188. Reihen mit A(n) 2’ ®. 677 


See IP) 


»=1 p 

















folgt. 





Zweiundsechzigstes Kapitel. 


(esaros Reihen. 


8 188. 
Reihen mit An)?’ ®). 


Außer solchen Reihen, welche schon hier vorgekommen sind, 
treten noch vier Arten hinzu. Es sei v(n) wiederum die Anzahl der 
verschiedenen Primfaktoren von n. In diesem Paragraphen soll es 
sich um die Reihe 

I Rear 


(1) age 


handeln, welche, k=4, y(n) = Nicht-Hauptcharakter angenommen, 
formal aus der für s> 1 konvergenten Reihe entsteht: 























a Ne) re TO ne Be ; N zn)A or m 
er a {% 
. n=1 
ae AS ARE 
a 7 
x(P) 





1 $ 
II m 
AD 

a p 


1) 5a, S. 319; 5b, S. 85. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 44 
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e 
I 
-wwllios (1-5) 

B p°* 





2% LEN 20028) 

emky: 
Daraus folgt zunächst nur, daß im Falle ihrer K ons ereaie die Reihe (1) 
den Wert 





= 2 
hat. 
Ich werde gleich allgemein für jedes k und jeden Charakter die 
Konvergenz von 


9 un)A(n)2”@) 
(2) Den 


beweisen. Für s>]1 ist wie oben 

















(P)\ * 
See ne 
p”° 
-(IIG N I > 


absolut konvergiert, brauche ich nach dem Satz des $ 185 nur zu 
beweisen, daß die Dirichletsche Reihe für 


fat ne) 


$ 188. Reihen mit An)’ ®. 679 








im Punkte s—= 1 konvergiert. Ich habe also nur nötig zu beweisen, 
daß das Dirichletsche „Quadrat“ der konvergenten Reihe 


N Lo) un) 
UBER 
a! 


konvergiert. Hierzu ist natürlich der Satz des $ 185 nicht brauchbar. 
Nach $S 173 ist 


x 


(n)w(n) 1 
>: A AH ae 


n=1 





wenn nun 


und 


ist, so folgt, 


gesetzt, 
Inga 
== «> Em +3 3 % ak = Om 
V® Vz 
=D uAl7) + Dandln) - AUE)AYE) 
i=1 m=1 
V: & 
— 2 D'4(7) Be: (A(Ve))', 
i-i 


44” 
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= Vz 
2 © = 
37. - (10) 2 De(a(3)- WR) 
n=1 i=1 
1 > 1 
E fees: >> N 
al 
54 o(l), 
Sn=4 
n=1 
Die Konvergenz von (2) ist daher bewiesen. 
$ 189. 
Reihen mit y(n). 
Aus der für s>2 gültigen Gleichung 
u 2 en 2 m en ana 
n=1 


= II (1 + u) + ae +.) 





= [Je BR 
» 


pP 








i (pP — Dx(P) 
w ROSE 
p | & 1 4m) 
en 
- 110 Typ =) 


2’ — px(D) En 
ee AN), 


= P— xp) 
p(p1— y(D)) 














1 2) 
-N 
a ER 
L(s—]) 





) 
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folgt 
. (Pl) _ 98) , PO) PM L() 
en en) re, 
Bi TE 
ee 
Daß wirklich 
ol) _Y9B) , PO) _ PM) SUN 
1? 32 153 7: 5541000) 


ist, d. h. daß die Reihe links konvergiert, folgt gleich allgemein für 


oo 


a) pn) 


n? 





Re | 


bei jedem Nicht-Hauptcharakter modulo %k und sogar für 


> 1) pn) 
n’ 
N 


bei allen s> 1 und jedem Nicht-Hauptcharakter modulo % folgender- 
maßen. Für s > 2 ist, wie oben berechnet, bei jedem solchen Charakter 


5 ım)p(n) 1 
Sem 10- 0. 
n=1l 


oo 


_ S1 20) SOON 
— n’ n? 


Für s> 1 konvergieren beide Faktoren rechts, davon der zweite ab- 
solut, womit nach dem Satz des $ 185 alles bewiesen ist. / 


s 190. 
"Reihen mit 2”), 
Aus der für s>1 gültigen Gleichung 








gr) or (8) 9” (5) Br or) Re 1m) ar) 
ke 3° 5° ne N” 





n=1 
N een) 


1) Wie Cesäro (da, S. 319; 5b, S. 85) unerlaubter Weise schließt. 
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x(P) 
e I pi 
1 2) 
p 
x (P°) 

















928 
SE Ch 
RE), 
folgt 
7? 
+ gr) 2”) 995) om) ) a T6 
lim | 1° % SR a. 
| 6 
Daß 


PN) Hi PO 1 
Laura NE, ee 








ist, beweise ich durch den allgemein für jeden Nicht-Hauptcharakter 
modulo k zu erbringenden Nachweis der Konvergenz von 


a) Den = 


Da für s>1 auch in diesem ts Falle 


Sear "- op] 42) 


p 





ist, wo das Produkt eine für s>$ absolut konvergente Dirichletsche 
Reihe darstellt, ist nur erforderlich, die Konvergenz des formalen 
Quadrates N e® 


N 2 
n=1 De 





1) Vgl (ohne Konvergenzbeweis) Cesäro 5a, 8. 319; 5b, S. 85. 
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festzustellen. Dies geschieht durch die Hilfsbetrachtung am Schluß 
des $ 188, deren Voraussetzungen 


0, = 0 C) } 
ge) 
hier wegen a 
ED 
n N ’ 
S«.- 06) 
n=x+1 


reichlich erfüllt sind. 
Übrigens liefert ein allgemeiner Satz, den wir später im $ 214 
beweisen werden, die Konvergenz von 


(Le) 


n)2” 
er 
OR N 
für alle s>}. 


Aus der hier bewiesenen Konvergenz von (1) folgt speziell für 
| k=5, 
ı)=0,1,,—i, —1lfürn=(0, 1, 2,3, 4 (mod.5). 


und damit von 


die Konvergenz von 

DIAS) r or) k ar) Di (4) 9? (6) 
1 RE IE RBEETE ER REZ 6 a 
also der beiden Reihen 


DU (1) 97) 9 (6) DU (9) 

















1 4 6 9 ER, 
or (2) 9” (8) or (9) 0? (8) 
ER TEN ET 





1) Vgl. (heuristisch) Cesäro 5a, 8. 321; 5b, S. 87. 
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85191, 
Reihen mit /(n)/(n). 
Es sei f(n) die Anzahl der Zerlegungen von n» in zwei positive 
Quadratzahlen. Bekanntlich” ist (nr) für nicht quadratische » gleich 
dem Uberschuß der Anzahl der Teiler 44 + 1 von n über die Anzahl 


der Teiler 4y +53 von n, für quadratische » um 1 kleiner; daher ist 
Für 5,2. 


PERS ROT. Se )(@ a)_ on 0 





RW 
nl n=1 


(1) N n OT n) _ £(2s), 


n=ıl nel 
also 


3 < Am)fin) _ x Am) (m)A(n) Dr n) 
nun > BR Dr n & 





n=1l n=1l n=1 
oo 
x, > n)Aln) : m? 
IE N 6 
n=1 
er 6 


Der Konvergenzbeweis” von 


= 1n)f(n) 
7 


ni 


erfordert den Konvergenzbeweis :des Dirichletschen Produktes der 
beiden bedingt konvergenten Reihen 


DS A(n) > an ’ 


n=1i n=1 


den ich für jedes % und jeden Charakter folgendermaßen erbringen 
werde. 

Die Schlußweise am Ende des $ 188 liefert allgemeiner für das 
Produkt von zwei verschiedenen konvergenten Reihen den 





1) Bei dieser speziellen Anwendung allgemeiner Sätze benutze ich diese 
aus der Zahlentheorie geläufige Tatsache, die in die Theorie der quadratischen 
Formen gehört, sich aber auch durch direkte Methoden beweisen läßt. 

2) Der bei Cesaro (da, 8. 317; 5b, S. 83) fehlt. 
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Satz: Es sei 
«oh 
A(z) = De, 
=4+ro Be: Sub 
= 06); 
Be) Ip, 
uBER0 | 
Dann ist, 
In 4 ß 
gesetzt, 
S7,— AB 
Beweis: ” 
(@=- Zr 
ze S &,Py 
V& Vx 
= DaB (7) + Ihn (en) u (Vx) B(y%) ’ 
5 3 Vx 4 V® ß 
C@)-AYz)B(yz) = D«(B(%) -2V2))+ D8.(4(2) 42) 
1 & 1 7 G 1 | 
Da I: 7)+0 (1:2 n) 


SE, o(l), 
lim O(@) — lim A (Ya) B(Yx) 


= Ab. 


686 LXII. Oesäros Reihen. 











Dieser Satz liefert den gewünschten Beweis, da die Relationen 


of) 


DA 





m=e tl 
(m) A (n) 1 
ON 
(n) A(n) 1 
> sr — ae 
n=x+1 


nach $ 172 erfüllt sind. 
Aus (1) folgt für s>1 durch Differentiation 


- ım)fn)lgn > A(n) log n > (ln) An) 
Dr RE ee ER n” 
n=1l 


| 
A (n) I (n) A(n) log n ‚ 
Ey n” N” 25 (2 8), 
nl n=1 








also 


ie = ,(n) nn log n Be > Aloe "Tai (n) 


zn | 
Ba Dans WIBNn gr (2) 


nl - N! 
m. 


-- 7.242802) 
--,+28(2). 


Der folgende Konvergenzbeweis® von - 


< An) f(n) log n 
DS, 


n=1 
erfordert zweimal die Rechtfertigung der Dirichletschen Multiplika- 
tion bedingt konvergenter Reihen; diese ist jedesmal nach dem Satz 
gestattet, welcher aus dem oben bewiesenen durch folgende Abände- 
rung der Voraussetzungen entsteht: | 


= o.(-E*), 


v7 
AR) At 0 (verr); 


1) Den Cesaro (da, S. 317; 5b, S. 83) nicht erbringen konnte. 
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B(@)J=B-+o (a) 


log? x 


Der neue Hilfssatz ist richtig, da die obige Beweismethode mit der 
Modifikation 


Vz 
1 log I BR 
0) ol) 
i=1 
zum Ziele führt, und die Voraussetzungen des neuen Hilfssatzes sind 
bei den vorliegenden Reihen wegen der durch $ 172 festgestellten 
Relationen =R 


An)logn 1 
> RBB el, 








n=s-+1 
(n) An) 1 
> N et Kr =) 
n=z+1 
EI (u) 
> ne \logi m)? 
n=zc+1 
x(n) A(n) log n 1 
Semoer (4) 
N log? x 
n=z-+1 


erfüllt. 





Dreiundsechzigstes Kapitel. 


Herrn Kluyvers Reihen. 


$ 192. 
Reduktion auf Charaktere. 
Im folgenden soll die Konvergenz der Reihe 
S u(n) v(n) 
N 
n=1 
und allgemeiner von 


um) vin) I wkytDolkyD 
(1) Ben 


ky-+l 
für 1<i<k bewiesen werden. 





n=1(mod.k) Y=V0 
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Hierzu ist nur nötig, die Konvergenz von 


(2) > 4(n) En v(n) 
! 


für jedes % und jeden Charakter zu beweisen. Denn im Falle 
(k,Dd=1 
folgt es daraus unmittelbar durch Multiplikation mit = und Summa- 
tion über alle Charaktere. Im Falle 
k,y=d>l 
ist für s>1, wenn 5 I, 0, 1,::, !, die Bedeutung von $ 174 haben 





? 





Se v(ky+D) = (ua) ntty + D (la Eon 
(Ey + D° Bey + 0° 
= 
wo &° ne daß 


y+l,d)-1 








ist, also 
e 
un)v(n) _ u(d) v (d) u (n) Bl) u(n) v (n) 
> NEN, Fo >> Zt d’ > > gie. 
n=| a=1n=l, a=1InZzl, 


wo für s—= 1 jeder der endlich vielen Bestandteile rechts konvergiert, 
also auch die Reihe (1). 

Es ist also allgemein der Konvergenzbeweis von (2) zu führen. 
Derselbe wird sich auf die für s>1 En Identität stützen: 


(3) De ph ER: ul ‚(n) 2” (nm) ee >12) un) 








n=i n=1 
wo 
HI 
y(n)=1 für Primzahlen und Primzahlpotenzen, 
sonst 
rn) = 0 


ist. Die Richtigkeit von (3) ergibt sich daraus, daß 


Dı®r®rG)eG)- mW Dr@uG) 
In 


I|ln 


ist; denn hierin ist für quadratfreie n=p, :-:p, 


Dr.) rer 


% = — un) vn); 
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dagegen kann für nicht quadratfreie n = pr ...p5, wo etwa ap 2 
ist, in 
N 
2r0.{) 
in 


ein Glied nur dann von Null verschieden sein, wenn / eine Potenz 
von p, ist, und zwar sind es höchstens die zwei Glieder 


ER N N 
r(pr)u ve) = ( A 
Pı Pı 
7 
rpm ')u “(, 2) RT «( EN 
Pı Pı 


deren Summe ist jedenfalls Null, so daß auch hier 


> r(l) u (7) rer u(n) v(n) 





und 








ist. 


85.209. 
Behandlung des Hauptcharakters. 


Für den Hauptcharakter ist infolge $ 192, (3) die Konvergenz 
des Dirichletschen Produktes der divergenten Reihe 


NSrre rn) 


n=i 
mit der konvergenten Reihe 


ulm) 





u 


wo n die zu % teilerfremden Zahlen durchläuft, zu beweisen. Wenn 
alsdann die Konvergenz von 


> en -2 a (m) 


Di 





bewiesen ist, so ist als Wert dieser Reihe jedenfalls O zu erwarten, da 
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lim — ce — Bi en 
re ih 
1 — u(n) 1 1 
l =] 
an iu m: 2 ıe-YE® II: 
p|k 
1 
-1.-- 
k 
Kk 
=, 
also 
lim SL Kan! Sr w RE, 
n=1il nt 
ist. i 
Nun ist nach $ 28 
— v(n) 1:20 
Seas 
n=1 pN<: 
34 
a 


und andererseits 


wenn daher 


— logloge+b+ o(l) 


ru un) SS un) 0 (jor -) 








n=1i n=1_ 
rar u(n) 1 
In n” u km: .) 
Sr 
log)?’ 
m ER 
n ’ 


N 


B = (n) u(n) 


n 2° 


_ 20) w(n) »(n) 
N 
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Sa wird, ist 


-Du- -> EOEO 





32 
x N 
EP 
neu m=T 
A zT 
log x n 














(rn = > Y ee) +0 An 
+1 


n= 





Fr x 


0 (11052108 log le „))+0(l08 log &+b— —loglog (1... .)- -b)+o(l, 


log x 
= o(l) See (log log x — log log + +o() 
=o(l), 





folglich 2 
De,=0 
nZi 

s 194. 


Behandlung der Nicht-Hauptcharaktere. 


Für einen Nicht-Hauptcharakter ist die Konvergenz des.Dirichlet- 
schen Produktes der beiden (nach $ 109 und $ 173) konvergenten 


Reihen 
DIE ae y{n) Den (P) 1 2 


es 


und 





> 1(n) win) 
N 
n=1 
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zu beweisen. Sie folgt aus dem Satz des $ 191, dessen Voraus- 
setzungen wegen der nach $ 121 und $ 173 richtigen Relationen 


Im un . — 0 (ig 2) 


n=sc+1 
und 
zn) un) _ 1 
> RER (5) 
n=xc+1 
erfüllt sind. 
S 195. 
Folgerungen. 


Es werde für nicht ganze y 
Pn)=-y-W-3 


Bye Ba 
das ist eine Funktion von der Periode 1; nach der allgemein bewie- 
senen Konvergenz von | 

>: w(n) vn) 


PN ”n 


n=! 


gesetzt, für ganze 





ist also für jeden zu x kommensurablen Wert 





vi 2a . 
ich“ 
wo k positiv und zu a teilerfremd angenommen werden kann, die Reihe 
Sun) rin) (mv 
(1) en, 
n=1 j 
konvergent, da 
na 
4) 


als Funktion von n die Periode % hat. 
Ferner hat 

> | 

sin 


| £ . 


die Periode %, so daß, falls % nicht quadratfrei ist, auch die Reihe 


5 Zee 
n=1 





NG 
sin "ar | 
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konvergiert; diese Reihe ist so zu verstehen, daß die Glieder mit nicht 
quadratfreiem » Null bedeuten. In den übrigen Gliedern hat der Lo- 
garithmus gewiss einen Sinn; denn 


nY 


OR 0) 
erfordert 
sin - er 0, 
kin, 
so daß dann stets 
un) = 0 


ist. 
Das Ziel dieses Paragraphen ist nun, die Übereinstimmung des 
Wertes der Reihen (1) und (2) mit zwei anderen zu beweisen, näm- 
lich die Gleichungen zu begründen: 


oo 


(3) DH m) p pP) 20 ) sinn, 


I! 

Y DSEOEC Io lin I Sr cos, 

( = g sınZ 25 = cosnY, 
a n=1 

v- ln, k>0, („k)=1 








wo also 


ist und bei (4) überdies k einen quadratischen Teiler > 1 haben muß. 
Ich beginne damit, die Konvergenz der Reihen rechts in (3) und 
(4) zu beweisen. Wird 


2 rai 


gesetzt, so ist wegen der für (A, l)—1 gültigen Relation aus $ 110 
| el 
> = „loglegr +4+ o(1), 


wenn /,,--,/, ein Restsystem teilerfremder Zahlen modulo % ist, 


= gP Fe er g'h 2% +25 
p=® 


p<x = p|k 
p<z p=® 


> (< = Bra eh r) 7- log log « +B+o(l), 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 45 
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also, da die Summe der primitiven kten Einheitswurzeln 


+... +e%=ulk) 





ist, 
2 apai 
DI, 
p22 " p=x ? 
ep vi 
psz 7 
3 Bl a Be: 
Er oem ? 


k 
B2 ae logloge + B-+o(1), 





1 k 
De — = logloge + B, + o(l), 


»=S% pP 

sin pı%b 
> RÄT, b, + o(l); 
p=% 


daher konvergiert stets 


also auch 


Sr) „ 
Dr sınnY, 


n='J 


und es konvergiert für alle nicht quadratfreien % 


cospı% 
area 


? 


N 
> = cosnNy. 


| 


also 


In (3) und (4) konvergieren also beide Seiten. 
Um nun die Richtigkeit dieser Relationen festzustellen, verstehe 


ich unter ! irgend eine ganze Zahl und gehe von der für s>1 gültigen 
Gleichung aus: 


oo oo 
(5) > u (m) »v (m) 3 gr Bi Cr 
m’ ne: 


5) 
N 
m=1l(mod.k 
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6,= Zu(m)o(m)e” 


m|n 
ist. Hierin ist für jedes m = | 
] n 
ei 
‚ & UN € ; 
denn, wenn 
m=Mk-+| 
gesetzt wird, ist 
1 — (m — Mk) — 
€ m 
n—Mk — 
=$£ ı 
== Yäs 
Es ist also 
ae > u(m)v(m). 
IN. — 
m|n 


Wird die Gleichung (5) über = 1,2,---,%k summiert, so ergibt 
sich für s>1 





3 i B une) 
Be > Mu I: -5 > mn 
-25 a 


Nun ist für s> 1 


Deo v(n) -D Yn) ST u(n) 
n° mw’ 
n=1i 


also 
Y > u(n)v(n) 1 
REN 
folglich Ey 


(6) nn > u (in) ra: D> ne > Au 


i=1 mz=! 
1. Es habe % einen En Teiler. In (6) konvergiert für 
s—1 die rechte Seite, wie oben festgestellt wurde; ferner konvergiert 
in jedem der endlich vielen Glieder =1,---,% links der erste Faktor 


De u sr Gar) 
NZ 


45* 
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wie gleichfalls oben bewiesen wurde, und, da zufolge des sonst ver- 
schwindenden ersten Faktors a solche Z in Betracht kommen, für 


welche (%k, !) quadratfrei, also „gewiß nicht ganz ist, der zweite Faktor 


= — log(1 — e'Y), 
wo der Zweig des Logarithmus gemeint ist, dessen imaginärer Teil 
zwischen — x und x (und alsdann eo ipso sogar zwischen — — und =) 


liegt. In diesem Sinne ist für reelle, nicht durch 2x teilbare « 


— log (1 — e*‘) = — log (2 siny |) — ziP (35)» 


DS log (2 sin ?|)-. ip (5 7). 


(6) ergibt also beim Grenzübergang zu s=]1 


© k | k 


also, dain/!=1,:--, k nebst m =]! einfach m alle positiven ganzen 
Zahlen durchläuft und k konvergente Reihen gliedweise addiert werden 
dürfen, unter Benutzung von 


= > m) a log 2 BR: = 2 Dem a 


i=1 m= m=1 


Dar yn)e” Dear log | sin %# i Kr ee vn) D (5 2), 


woraus durch Trennung des Reellen und Imaginären die behaupteten 
Gleichungen (3) und (4) folgen. 

2. Es sei k quadratfrei. Dann werde in (6) zuvörderst der ima- 
ginäre Teil En 


DD w( Du 452 en Zimt ae y\ ur! sin ne. 


I=1l mz= 





also hier 














Alsdann kann wegen der Konvergenz aller Be, Reihen zur 


Grenze s— 1 übergegangen werden, und man erhält die behauptete 
Relation (3). 





/wanzigster Teil. 


Ein Satz über Dirichletsche Reihen mit Koeffizienten > 0 
und seine Anwendungen auf die Primzahltheorie. 


Vierundsechzigstes Kapitel. 


Beweis des. ‚Satzes. 


$ 196. 
Erste Formulierung. 


Satz: Es sei fürn=1,2,- 
a > 0; 


Do 


> 1a, 
n” 


=] 


die Diricehletsche Reihe 


konvergiere für! 6>y. Es sei die für o>y durch die Reihe 
definierte Funktion f(s) im Punkte s=y regulär; dann kon- 
vergiert die Reihe über den Punkt s=y hinaus, d.h. die 
Konvergenzabszisse ist <y. 

Daß die Reihe im Punkte s= y konvergiert, wäre hier, wo alle 
Koeffizienten > 0 sind, wegen der Existenz des Grenzwertes von rechts 


oo 
4, 


lım 
s=Yn=1 


n” 
sehr leicht zu zeigen; das genügt aber nicht. 

Beweis: In der Umgebung von s=y+1 und zwar für |s—(y+1)|<r, 
wo r >1 ist, ist nach Voraussetzung f(s) regulär, also 


De, @atn 


mn! 


en > ST (- 1)%a, log» 
n! Ne, 


SI (y+ 1 EN a, 100” v 
n! ER 


1) Wie immer soll hier nicht Br sein, daß o—=y die genaue Konvergenz- 
gerade ist. Im Gegenteil: Hier wird gerade bewiesen werden, daß die Reihe 
darüber hinaus konvergiert. 
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Da diese Doppelreihe für y+1>s>y»-+1-—r lauter reelle, nicht 
negative Glieder hat, konvergiert dort auch die durch Vertauschung 
der DANS entstehende Reihe 


x oo 
>> a, YH1—8" "log" » ER Dee „ur +ı-logr 
ar n! =” FL 


v1 n=o0 = 
oo 


- > a, ; 
v=1 as 
die gegebene Dirichletsche Reihe konvergiert also wegen r > 1 über 
den Punkt y hinaus, was zu beweisen war. 
Folgerung: Wenn nur von einem gewissen n—n, an 


Re, 


ist, bleibt der Satz offenbar bestehen, da durch Weglassung der ersten 
2, — 1 Glieder, d. h. einer ganzen Funktion, der vorige Fall wieder 
eintritt. Kurz gesagt: Die Konvergenzgerade einer Dirichletschen 
Reihe, deren Koeffizienten von einer gewissen Stelle an >O0 sind, 
trifft, wenn sie im Endlichen liegt, die reelle Achse in einem singu- 
Bu Punkte der Funktion. 


S 191. 
Zweite Formulierung. 


Satz: Es sei für allen >, 


1,20, 
und es sei die Reihe 


(1) m 
n=1 
für s>.« konvergent. Es sei 
P<a 
und die durch die Reihe (1) für 6>« definierte Funktion 
bei Fortsetzung längs der reellen Achse für «a >s> Pß regulär. 
Dann konvergiert die Reihe (1) für o >P. 
Es ergibt sich also gleichzeitig, daß die Funktion für 6 >Pß 
regulär ist. | 
Beweis: y sei die Konvergenzabszisse von (1); nach Voraus- 


setzung ist 
‚Se; 


behauptet wird 
r<P. 
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Wäre en 


so wäre f(s) in y regulär, also nach dem Satz des vorigen Para- 
graphen die Konvergenzabszisse < y, was ein Widerspruch ist. 





Fünfundsechzigstes Kapitel. 


Der Überschuß der Primzahlmenge 4y + 3 über die Primzahlmenge 
4y +1. 





$ 198. 
Hilfssatz über eine Funktion F(s). 


Ich bezeichne im folgenden mit fortlaufender Numerierung durch 
R,(s), R,(s),- -: solche Funktionen von s, welche für 6>1 und bei 
Fortsetzung längs der reellen Achse für 1>s>5 regulär sind. 
Dann ist seht die für c>1 durch 


leg (l-3r+ 5-7 +) = logLße) 


2.(p”°) 
- en De 
(k=4, x(n) der Nicht-Hauptcharakter) definierte Funktion 


= R,(s); 


denn für 1>s>+ ist 


ol 


1 1 1 
1 ne 


Ferner ist offenbar für 6 >1 


(E") % BD) 1 So ®) 
Dr >. pe + R, (), 
1 2 
Di 49 un 
en 
usr: ae pe + Rı(8). 
Andererseits ist 


log ((s — 2829) = log&(2s) + log (s = 3 
— R,;(s) 








also 
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und 
1 
log &(2s) = Den + R(8), 
D 


also 


Sun 5 log (s — 2: + R,(s). 


Das besagt Be nicht etwa, daß die Reihe links für s >75 kon- 
vergiert. Für o=1 ist es zufällig noch bekannt. 

Es sei nun f(x) die Anzahl der Primzahlen 4y +1 <x, g(x) die 
Anzahl der Primzahlen 4y+53 <z, 


92) — Fir) = Pe). 
Dann ist für o>1 


2 Zn = e% A al 1) 
Ex > P(n) (> a Be 


Nun wurde in $ 181, (1) ausgerechnet: 
1 











1 
(1) In® RN: In Se er en. 
da 
x T 1 ; 
>> ER Fr BE ee) 


somit für 6 > 0 eine reguläre sr darstellt, ist für o >1 


P(n 
De : — =; 20 7 R, (8), 





1 P(n) 1 1 
FE I u Te, oO S TER c « 
> nr 38 log (s ;) 7 R,0(8) 
n=2 
Ferner ist für 6 ># 
vn 
oo oo 
tee 
er we logn:n ” 
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2 
— ((&@ +29)—- b)du-+e 


d 
-/ e: + Au(s) 
& ah 
— — log (s — ;) + R.,(8). 


Für 6 >1 ist daher, wenn eine analytische Funktion F'(s) dort 
durch Vn 


ek 
>  loen 
F(s) En nt 1 2 
definiert wird, 


F(s) = (— n = 1) log (s _ ,) + Ryo(s) — Rıs(8) 
fe (5 _ 5) log (s — 5) + RR). 


Die Funktion F(s) ist also bei direkter Fortsetzung für 1>s>3 
regulär, für s= + singulär, aber so, daß bei zu 5 abnehmendem s ihr 


Limes existiert. 





5199. 
Beweis des Satzes über P(x). 


Es soll nun der Satz bewiesen werden: 
Satz: Die Ungleichung 


ist bei gegebenem d > Ö immer wieder erfüllt; d. h. es ist für 
einz—2(8,0)>5 











Ve | V« 
a; log x < Fa) Ke <8 log 
Beweis: Wäre der Satz ER so wäre 
(a | 
(2) = SS 
log x 


von einer gewissen Stelle an nie dem Intervall 


(1) — 0-02) 0 
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angehörig. Nun ist Q(x) als Funktion des stetigen x > 1 so beschaffen, 
daß es innerhalb zweier konsekutiver ganzer Zahlen stetig, für jede 
ganze Zahl nach rechts stetig ist und beim Durchgang durch eine 
ganze Zahl entweder auch stetig bleibt”) oder einen Sprung 


u (OR) — 9a — 8) 


macht, welcher genau 





ist, also für = ® den Limes O0 hat. Wenn daher (1) von einer 
gewissen Stelle an nie mehr gilt, so muß entweder für alle hinreichend 
großen X 


MOPX. 
oder für alle hinreichend großen x 
Ya) <— 0 
sein. Denn ohne Betreten des Innern von (- 6 :..6) kann eben Q(«) 


nicht mehr darüber hinweg, wenn nur x groß genug ist. 


1. Es sei für z>n, (n, >22 und ganz) 
(2) RS 2. 
Dann erfüllt die für 6 > 1 konvergente Dirichletsche Reihe 


(3) F(s) 3) — - ” Thogn N 


die Voraussetzungen des Satzes aus $ 197” mit«a=1, ß=}#%. Daher 
konvergiert die Reihe (3) für s> 3; dort wäre 





























no—1 A Yn © 3 /r 
Ts > > Tea logn er n 
Be Be 155 nst+i 
n=2 N=Ng 
N—1 | P(n) — Rn o 
logn 1 
(4) > DR +06 Br 1 
n=2 : NZENN ”]og ”n 


Nun existiert nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen 


lim F(s). 
Fe 





1) Wenn nämlich n keine Primzahl > 2 ist. 
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Aber die rechte Seite von (4) wächst mit zu 5 abnehmendem s über 
alle Grenzen; denn 


oo 


En 
’n log n 


n= 





divergiert; nach Annahme von ® ist wegen dieser Divergenz bei 
passendem % 








Nn=Nn, 
Yy 
hı 1 
in GR ee 
s=yn=mn logn 
—. y 
ar 1 OR: 1 
lim inf > —- ——- >liminf ee 
.s+3 — s+,F 
s=3 n=mn "logn =: n=mn  logn 
> 0, 
d. h. 
x 
: 1 
lim RE = 00 
s=;3n=2n ”logn 


(4) enthält also einen Widerspruch; daher ist die Annahme (2) un- 
zulässig. 
2. Es sei für >n, (m, >22 und ganz) 
A<— 0 


Dann liefert die Betrachtung von 
een) 
P(n) — = 
er F(s) -I URLEL 
© 
ger N ') log n 


nst! 














S' 
ee. 


n=2 


SE Er u 


nen ” Ach 
ganz denselben Widerspruch. 
Natürlich beweist man genau ebenso, daß z. B. immer wieder sogar 


Ö / Ö 
loglog « <eQ (®) = log log x 


704 LXV. Der Überschuß der Primzahlmenge 4y-+-3 über die Primzahlmenge4y+1. 








ist. Denn es ist bei jedem x > 1 für zu OÖ abnehmendes & einerseits 
lim log log (x + &) Q(x + e) = log log x Q(«), 
e=( 

andererseits 


lim log log (x — e) Q(x — e) = log log x lim Q(x — e) 
e=( y e=0 


— log log (08) +0 3) 
— 10g log & O(a) + 0(1), 


[0.0] 
BEA. 
n log n log log n 
n=3 


ist divergent, worauf es hier beim Beweise allein ankommt. 
Selbstverständlich ist auch immer wieder für passend wählbare 
ganzzahlige x = n 


und die Reihe 





3 dla 


und sogar für unendlich viele ganzzahlige n 


em) = Per n? 








log Be n 
da ja 
log log 2. Q(x) — log log [2] Ole) 
— (log logx — log log |x |) = + (9) — Ale) log log|«] 
= 0 (105) 0 2) + ler -—; | log log [a] 
r- x Jlog[e] 
SE ae BEIN SHE een, 
N (v log ) u \E zy x 108 log e) 
log log x 
Asp Ner 
ve} 

= o(l) 

ist. 


$ 200. 
Bemerkungen über beliebige %. 
Es versteht sich von selbst, daß der Satz über P(n) gültig bleibt, 
wenn P(n) den Überschuß der Primzahlmenge 6y+5<x über die 


RIES 6y +1< x bezeichnet. en auch hier ist = 2 
und für 3<s<sI1 


$ 200. Bemerkungen über beliebige k. 705 


L(s s) x am) 


n=1 
1 1 1 
DEE 


wegen der alternierenden Vorzeichen von Null verschieden, also 
log _L(s) dort regulär, und alles andere bleibt völlig ungeändert. 

Im allgemeinen Fall zweier zu vergleichender arithmetischer Pro- 
gressionen modulo k kann man über die Funktionen Z,(s) nicht aus- 
sagen, daß sie für 1 <s<1 nicht verschwinden, sondern nur, daß 
sie für s=1 nicht den Dhezur% lit es immerhin ein 
®<1 derart, daß für © <s<1 die h Funktionen nicht verschwinden. 
Es sei Blech © genau die größte der reellen Nullstellen aller  Funk- 
tionen zusammen. Dann ist jedenfalls 


9<1, 


und es besteht der gleich in der etwas schärferen Form des ganz- 
zahligen n formulierte 

Satz: Es seien / und /!’ zwei modulo %k inkongruente zu 
k teilerfremde Zahlen, f(x) die Anzahl der Primzahlen 
ky+i<x und g9(%) die Anzahl der Primzahlen Ay+l<e. 
Dann ist bei gegebenem d > 0 für passend gewählte beliebig 
große ganzzahlige n 

1. im Falle @<4t, wenn } bzw. A die Lösungszahl mo- 


yon x? = (mod. k) 














bzw. 
x? = 1 (mod. k) 
bezeichnet, et 
n) — f(n — 
log n 








2. im Falle =}, wenn ZL,(s) in + von der Ordnung a, 


verschwindet, 


ulm un)tr 2) <a 


ve N | 


3. im Falle 2<®<]1, wenn L,(s) in © von der Ordnung 
a, verschwindet, 


h 
g(n) — u 1 ae 
ne a” Oh 2m 6) <0. 


logn 
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Beweis: Es ıst für o>1 


h 
1 1 
De pres pr DR 0) log L LS) 


p,m 
pm= 
und : 
h 
1 1 
isn, > Y, ns el, (s). 

.p,m % 
pt = Hl 


1. Im Falle © < 5 ist also für o >1 
1 1 
Din ge 1.08, 1 +6), 


p,m 
2: 
Be l R,(s) 
p As PL ragt gr (8 , 
Ger D- = 


= Be HR 





Du H1> 


p=i 


>% (n) — m Ir Ir In 
| un PFEET 








Re 
BE, 5 > LARGE) 
v=1 p=1, v=1 ps „? 


wenn I, +,4,4,::-,l» die betreffenden Restklassen bezeichnen. Da 
nun für jede Restklasse o 


er 1 
2 3 710851 + 50) 


pP=0 





ist, so ist 


- fan —)— gm) — 1 N RE 1 
Io (n 1) gm) + Im 2 le — 4) log (s— 5)+ (8). 


n’ 





n=2 


Es werde 


9(n) — fin) = P(n) 
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gesetzt, so daß die linke Seite der vorangehenden Gleichung 


[6 


Pin) — Pin — 1) 
=>, n® 


n=2 





wird; dann ergibt sich wegen der in $ 198 festgestellten und natür- 
lich auch für unser P(n) gültigen Relation 








— Pin), R P(n) — Pin —1) 
> mt! — >; n’ ar R; (s) 
weiter | 
x P(n) 1 x P(n) — P(n — 1) 
a er 
K—h 


=, zlog(s-5) + Ro) 


und hieraus in Verbindung mit der in $ 198 schon benutzten Be- 
ziehung 
DEAL 


SER ER 


für die durch die Dirichletsche Reihe 


GES 
© Pm)-+ n 


ET 
n’t 








in der Halbebene 6 > 1 definierte Funktion F(s) 
ES Wohl A—h 1 i 
F(s) = ( TREE =) log (s = 5) + Bıs(s) 
EL 1 1 
=: ls 3 5) log (s Er 5) + Ra(s); 


daher ist F(s) für 1>s>}+ regulär und für s— % entweder regulär 


(A = 4) oder singulär (AZ 4"), jedenfalls aber so beschaffen, daß 


lim F(s) 
existiert. 
Die Funktion 
Ä a Pin) A 
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erleidet nun beim Übergang von » zu n +1 die Änderung 


One Alar) P(n) 





VEIT, Weyn 
log(n + 1) logn 
Pin) OU) 2 PR) 














Ynyti Vn 

N u 
_ P(n) (OR +2) _logm\ | „flogen 
— P(n) ( er a.) 


n logn 
re 
logn 
-0(7,,) 
== O3 
Wäre daher die Behauptung falsch, d. h. von einer gewissen Stelle 
an nie 520m) <8, 
so wäre entweder für alle hinreichend großen n 
an) >38 
oder für alle hinreichend großen » 
| An) <-8. 
Von jetzt an geht der Beweis wie in $ 199 zu Ende, und der 


erste Teil des Satzes ist bewiesen. 
Bei dem in $$ 198—199 behandelten Beispiel ist 


k-A,he2,la1l nes na 


2. Im Falle =} möge L,(s)»=1,:- ,h) ins -; von der 


Ordnung a, verschwinden, wo also nicht alle a, Null sind; übrigens 
ist jedenfalls 


u,=0 
Dann ist 
h 
1 BE 1 Ir a a, 1 r 
BIT Bee, 4, log (s 5 5) + R(8); 
p, m =] 
pt= 1 
wegen 


$ 200. Bemerkungen über beliebige k. 109 














nebst 
T 1 % 1 
32T m e- 3) + 20) 
= 
ıst daher ; 
h 
1 1 1 1 a, x 1 

DEE HD + Diosfe 1) + 20) 

p=l Fl 
ebenso 

h 
1 1 1 1 a, Kr 1 

Dt nt alle 3) + Buß), 

p=V = 
folglich 

© h 
ee dr 1 SIT (1: UN, 4 
n” BEE SL > en 0)* 2 Jos (s- 2 
n=2 - 2 
+ R,(8), 


woraus jetzt, da nur der Zahlenfaktor von log (s = 5) sich geändert 
hat, alles weitere a oben folgt. 

3. Im Falle z<@<1 mögen jetzt abweichend vom Bisherigen 
R,(8), ::: Funktionen bedeuten, welche für o>1 und 9 <s<I 
regulär En. Dann ist, wenn T,() in © von der Ordnung a, ver- 





schwindet, 
h 
Sagt 1 1 1 1, 
> mim = s—1 47 2 „( log(s— 9) + R,(8), 
gm, »=1 
>7; I + Ro (8) 
Pe 3; 
h. 
1 1 1 a, 
me Fa log (s — @) + Rus), 
5 
h 
en | 1 1 at 
238 en 20 (13 log (s — 0) + Rals), 
p=V 





ee Mn!) _ rear 
> 2 Un () ,)086-9)+Ra6), 


Se >( 0) EC-N+ Rule), 


n’+! n. Ku) 








n=2 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 46 


- 


7 10 LXV. Der Überschuß der Primzahlmenge 4y +3 über die Primzahlmenge4y-1. 








woraus wegen „9 


log n A 
S MS er 


n=2 





wi 


= Jw +1-9)—1)du+e 
i = log (s— @)+ R,6) 


h ) 


1 1 1 N 
A laurrelli:. 
ee. v=i4 in 
F(s) E | net 1 


h 
1 1 a Nr I 
12%. ,5 z0)a „e a 


AU) 
Be. 





Nun erleidet die Funktion 
h 


ERNREE Baer! 
un) = 8 +26 ©) 


log n 
beim Übergang von n zun + 1 die Änderung 
FR) EDER logn +1) logn 0 logn 
Re Ar "+19 „+ 00,5) 
log (n-+ 1) logn 


n logn logn 
7 ers) +08) 








woraus sich alles weitere wie oben ergibt. 

Wenn man mit einer weniger komplizierten Vergleichsfunktion 
zufrieden ist, kann man natürlich die lange Konstante im Wortlaut 
des Satzes ersparen und z. B., 

0, = Max (5, ©) 
gesetzt, in allen Fällen schließen: Es ist für unendlich viele ganz- 
RR rm] — 
n® 





In der Tat folgt aus dem in allen drei Fällen des Satzes mit kon- 
stantem 5 gültigen Wortlaut 
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9 





9) — fin) 3 EN 





N 
log n 
weiter 
sm —in) __B 8 
| n9ı Er N logn? 
Im — B|+9 
Su, Zn = logn 





was für alle hinreichend großen n kleiner als Ö ist. 





Sechsundsechzigstes Kapitel. 
Sätze über (x). 


8 201. 
Angabe der Behauptungen. 
Es sei x(x) die Anzahl der Primzahlen < x, 
oe) xl) +3=lVe) + 3a(VR) + 
1 


A m 


Das genaueste über x(x) und o(x) bekannte!) Resultat lautet: 


l Ta /log x 
ee Viose), 


me Vlos® 
o(z) se . ). 


Ferner ist bekannt®, wenn auch vielleicht (nämlich, falls ın 
Wahrheit ®=1 ist) wertlos: Falls © die obere Grenze der reellen 
Teile der Nullstellen von &(s) bezeichnet, ist 


x 





ey ir ee 


los u 


x 


000) = [uns + On) 





1) Vgl. $ 81. 
2) Vol. 8 94. 
46* 
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Schließlich ist leicht ersichtlich”, daß für  < 5 weder 





x(x) fi + 0(a) 


noch 


d 
ee) Fiogu + 00) 


sein kann; denn dann wäre 


= 


x 


1 3 
7 (x) rer — O(a°) 


w—=2 


o(&) By Iogn = 00), 


ER 


bzw. 


und dies würde besagen, daß die durch die zugehörigen Dirichlet- 
schen Reihen definierten Funktionen 


(1) log &(s) 24 a >7, + few — 1)du 


bzw. 
log &(s) + Kt — 1)du 


für 0 >% regulär sind, was für die komplexen Wurzeln von £(s), 
deren es in jener Halbebene unendlich viele gibt (und bei (1) über- 
dies für s—= 5) nicht zutrifft. 

In ganz anderer Richtung befinden sich nun folgende vier tiefer 
liegenden 

Sätze: 1. Bei gegebenem d >0O ist immer wieder einmal 


du 9-06 
Araber rose u ee 


und immer wieder einmal 


x 
" du 0 
ola) — IE FE : 





1) Für x(&) war dies schon in $ 93 bewiesen. 
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—#- 





2. Es ist immer wieder einmal 


"du 1 du 9-0 
(8) — log u 2” an = 


und immer wieder einmal 
2 ee 


du 1 du 9-0 
%(%) he u FE ah u ey : 
2 2 


2 








5. c sei größer als der kleinste absolute Betrag einer 
nicht reellen Nullstelle von &(s). Dann ist immer wieder 


einmal 
PH 
du 1 Ya 
ee Zn 100 
2 


und immer wieder einmal 





x 
1 Ve 
o(&) — ib log u = € lex 


4. Es ıst immer wieder einmal 


x Vi 


ER du 1 du 12.75 
(8) 2b BE 2a ce log& 
2 














und immer wieder einmal 


du Be V« 
(X) — je u +35 log u e er 


Zur Orientierung bemerke ich gleich, daß die Sätze 3. AS 4. 
im Falle 








+s<oO<l1l 
in 1. bzw. 2. enthalten sind, also nur im Falle 
9-1 


eines besonderen Beweises bedürfen. In diesem Falle sagen die Sätze 
D. und 4. offenbar mehr aus als 1. und 2. 
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8 202. 
Beweis des ersten Satzes. 


Es ist natürlich nur nötig, für 


(1) P(a) = e(@) Dir 
an Stelle von 
o(X) — nn 


die Behauptungen zu beweisen. Zu (1) gehört, wie schon in $ 201 
benutzt wurde, die erzeugende Dirichletsche Reihe 


Din m p”"* In logn = log$(s) a5 fe u) — 1) du. 


P, m 
Wenn R,(s), R,(s), --: Funktionen bezeichnen, welche für 6 >1 
und bei direkter F ee für 1>s> © regulär” sind, ist? 


log &(s) + Se — l)du=R,(s), 
also füro >1 . 





Pin) — Pin — 1) 
>: - ms 2 — AR, (8), 


n=1 
Ir) En) AR, 
folglich bei Anwendung der Relation (1) aus $ 198 


rn 
93 an = R6), 


nl: 


Se 
a yo R, (8). 
NW 


n=]l 





I. Es sei nun von einem gewissen n an 
0-6 
Pin en-=?; 


1) In dem — keineswegs trivialen — Fall, daß in Wahrheit © = 1 ist, heißt 
dies eben: „für s=1 regulär“. 
2) Die folgende Funktion ist ja sogar für s > — 2 regulär. 
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Da 





u 
N ei 
> +1 — R,(8) 


istd, so wäre für o>1 


— Ep 
De mtl m _ R,(s), 


il. 





also, da von einem gewissen n an alle Koeffizienten dieser Dirichlet- 
schen Reihe > 0 sind, nach dem Satz des $ 196 


Da P(n) 
ET 


über © hinaus konvergent. Da nun 





dies gewiß tut, wäre 


über © hinaus konvergent. Weil endlich 


rw m (n + a IR 22 a 


wegen der Relation (1) des $ 198 eine für 6>0O reguläre Funktion 
definiert, wäre | 





log &(s) + [(cw — 1)du 


füro>0_—: wo g>0 ist, regulär, was der Definition von © 
widerspricht. 
II. Wenn von einem gewissen n an 


P(n)>— ne 


— 94H pn ; 
Dr EM Re) 
N 


a 


ist, schließt man aus 


ebenso zu Finde. 


1) Es ist sogar eine für 6 > @ — ö konvergente Dirichletsche Reihe. 
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Ss 203. 
Beweis des zweiten Satzes. 
Es genügt, für 


Pix) = £ (8) — De N "2m log n 


n=2 


(x) 5 "du, au 
log u log u 
9 


die betreffenden Relationen zu re denn es ist 


i du 
a Sinn r X (d), 


an Stelle von 











o 1 "du 
RU 2 pie oje! 
> log n Vulogu ne 
en 
2v dv 
EB v.2logv + 00) 
v2 
Vz 
dv 
a) log v Z 04) 


Für obiges P(x) ist die zugehörige Dirichletsche Reihe 


PR) — ei =n3) L 
> "2; en En SE s+t 


n=1 n=2n *logn 


—log$(s) — Zr +5 + fc eerit eu +2)-1)au j 


Er — - lg — + zlog N 


= 1 (8) fr 


- DP6) (es (nt Br 


n=] 


® ‚2 ER 


7 











P 
> m _ = R,u(8): 


mz=1 
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Daraus folgt wörtlich wie beim Beweise des ersten Satzes weiter, 
daß weder für n>n, 
| BINEE.NIE, 
noch für n>n, 
DT N 


sein kann. 


Ss 204. 
Beweis des dritten und vierten Satzes. 


Wie schon oben bemerkt, .darf 
=! 


angenommen werden, da sonst nichts Neues zu beweisen ist. Wenn 
P:) die Bedeutung des $ 202 oder $ 203 hat, ist nach den dortigen 
Ergebnissen die für 6 >1 durch 


n=1l 
definierte Funktion F(s) auch für 1>s>+ regulär, und sie ist in 
der ganzen Halbebene 6 > + regulär, da dies dort exkl. s=1 nach 
Voraussetzung von log &(s), also von der für 6>1 durch 


Di: 
p* 
ar 


definierten Funktion ‘gilt. Nun ist die für 6 >1 durch 
1 1 1 
Dirt Duni) 
p p 


definierte Funktion für 6 > ; regulär, also die für 6 >1 durch 


1 

Dr — log &(s) 

? 
definierte Funktion füro—=+-+ti, t20 regulär; daher hat F(s) auf 
der Geraden o—= % unendlich viele logarithmische Singularitäten, die 
komplexen Nullstellen von &(s); es ist, wenn 53 + pi eine solche xter 
Ordnung ist, R 

Fl) - log (s —4— vi) 

im Punkte s=+-+yi regulär, also insbesondere bei zu Null ab- 
ehmendem iR 
nehmen € Ftetn)_ 5 


e=0 . log & ztri 
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Es sei speziell eine Nullstelle 5 + pi von kleinstem absoluten Betrage 


gewählt. Das c der Behauptung ist dann >Y4+7%. 
Wäre nun von einem gewissen n an beständig 








Pa) <4h, 
bzw. beständig Eu 
P(n) = 23 1er ’ 
so wäre, da 
oo ku +4 
z es — — jew — 1)du 


für 6 >35 regulär, also die durch 





„ _Vn 
a) elogn + m) 
DIESE NTE 
bzw. & 
Vn 
SE 
elogn 
(2) B> =; nr! 
n=2 


für 6 >1 definierte Funktion für 6 > % regulär ist, die Dirichlet- 
sche Reihe (1) bzw. (2) nach dem Satze des $ 197 für o>% kon- 
vergent, also für 0 >} 








Es wäre also 








Ferner ist, da &(s-+ 3), also auch few — 1)du für =%+-+ yi re- 


gulär ist, 
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also 2 
N 
Be > a ee : 
Be tern Sur 
s+z 


Andererseits ist F(s) für s = # regulär, und R (&w) — 1)du wird 








dort wie log (s — 5) unendlich, so daß 











; 1 n 1 
lım > Aa =——, 


n=2 cn? logn 




















also 
SEE 
1 EN 1 
BD EIOE Bag 
0 n=23 "2 
ist. 
Da nun fürn >n, 
Yn 
AL“ Pin) 0 
vorausgesetzt wird, so müßte wegen 
| 
aretree: —+e 
oo Vn | | © _VRr —p 7 
ee 1 celogn ) | 
lim j > - SER; a — | 
Bene 10g = Te | mesegtz AdgE er. are | 
sein. Das gibt 
% ı 
BAFT 
a 
L 1 
a I , 
c Be 
Va-pe Ic, 


gegen die Annahme. 
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Einundzwanzigster Teil. 
Historische Einleitung zum sechsten Buch. 


Siebenundsechzigstes Kapitel. 


Historische Einleitung zum sechsten Buch. 


S 205. 
Historische Einleitung zum sechsten Buch. 

Im Verlaufe dieses Werkes sind oftmals Sätze über Dirichlet- 
sche Reihen mit komplexen Variablen bewiesen worden, meist nur in 
dem Umfang, welcher an der betreffenden Stelle erforderlich war. 
Diese bisher vorgekommenen Sätze werde ich zunächst nochmals zu- 


sammenstellen; dies wird keine bloße Wiederholung sein, da ich hier 
an Stelle des speziellen Typus 


(1) = 

gleich allgemein den Typus 

(2) > e Ans 
n=1 


behandeln werde, wo die A, reell sind und 


ar 


imi,=&® 


ist. Das enthält die speziellen Diriehletschen Reihen (1) für 
\,=logn, 
aber auch die gewöhnlichen Potenzreihen für 
A, =N. 
Außer den Sätzen, deren Spezialfälle bei 
1, = logn 
ihm schon begegnet sind, wird der Leser eine große Anzahl anderer 
wichtiger Theoreme in diesem Buche kennen lernen und dabei auch 
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speziell manche Eigenschaft der Riemannschen Zetafunktion, von der 
bisher nicht die Rede war. 

Historisch bemerke ich: 

Herr Jensen? hat 1884 entdeckt, daß das Konvergenzgebiet der 
Reihe ‚(2) eine Halbebene ist. | 

Herr Gahen? hat 1894 zuerst die Dirichletschen Reihen als 
Funktionen komplexen Argumentes studiert und viele grundlegende 
Tatsachen bewiesen. Alsdann enthält aber der auf die Allgemeine 
Theorie der Dirichletschen Reihen bezügliche Teil seiner Arbeit eine 
Reihe von Fehlschlüssen verschiedenster Art und mit ihrer Hilfe eine 
so große Zahl tiefliegender und merkwürdiger Gesetze, daß vierzehn 
Jahre erforderlich waren, bis es möglich wurde, bei jedem einzelnen 
der Cahenschen Resultate festzustellen, ob es richtig oder falsch ist. 

Im Jahre 1908 war noch manches davon übrig geblieben. Hier- 
von wurde endlich die Entscheidung geliefert: 

1. durch Herrn Hadamard” bei einem Theorem (wenn auch 
nur unter einer einschränkenden Voraussetzung), 

2. durch Herrn Perron®) bei allen Sätzen (bzw. Nichtsätzen) bis 
auf einen, den weder Herr Hadamard noch Herr Perron erledigen 
konnten, wie sie besonders erwähnen, und schließlich 

3. durch mich? für dies übrigbleibende Problem: Die (negativ 
ausgefallene) Entscheidung der Frage, ob es wahr oder falsch ist, 
daß das formal gebildete Produkt zweier in derselben Halbebene kon- 
vergenter und ein absolutes Konvergenzgebiet besitzender Dirichlet- 
scher Reihen stets in jener Halbebene konvergiert. 

Zu den Cahenschen Problemen sind inzwischen noch viele wei- 
tere hinzugetreten, insbesondere die bisher durch mich® und Herrn 


Schnee‘ erst zum Teil geklärte Frage nach dem Zusammenhang 


zwischen der summatorischen Funktion 
x 
PN: 
a! 


und der Art des etwaigen Unendlichwerdens der durch die Dirich- 
letsche Reihe (1) oder (2) definierten Funktion auf vertikalen Geraden. 





1% 

2) 3 

3) 95 10. 

41. 

5) 34, S. 264—266. 

6) 34, S. 252—255; 42, 8. 535—58; 46. 
7) 


N 


We 
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| All dies will ich hier im Zusammenhang darstellen und gleich 
den allgemeinen A, Typus ansetzen. Es setzt sogar im Spezialfall 


),= logn 


manches in helleres Licht; da früher z. B. bei 
2 -+0% 


1 RENT SRME # x 
= J: ds =— Dlogplg m (e>0) 
2 


—oi pN<x 





das Funktionszeichen Logarithmus in zwei Rollen auftrat, so erhält 
diese Identität eine viel prägnantere Bedeutung, wenn sie unter Vor- 
aussetzung der Konvergenz von 


[> +] 
Iia,|o? 


n=1 
in $ 241 zu 
2+wi fi 
1 a a 
I = Da,cet’ds= Da, (logc—A,) Kar HR 
LL S nel An slogx 
d. h. zu 
2+@i 
1 £ e®® Sy DER 2 Q > 0 
Fr ae ds= Za,(@—A,) 0) 
Bu; n=1 | ÄnZ® 


verallgemeinert wird. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 47 


Zweiundzwanzigster Teil. 
Grundlagen der Theorie. 


Achtundsechzigstes Kapitel. 


Das Konvergenzgebiet einer Dirichletschen Reihe. 


S 206. 
Existenz der Halbebenen bedingter und unbedingter Kon- 
„vergenz. 
Satz 10: Es sei | 
(1) f(s) =_o A, e” Ans 
n=1l 


für s=s, konvergent, oder es sei auch nur für wachsendes & 


Da,e "= O(1). 
n=1 


Es sei 
R)> Res). 
Dann ist 
f(s) 
konvergent. 


Beweis: Wenn 


x 
Sa, tn» — $(x) 


n=1 
gesetzt wird, ist nach Voraussetzung | 
Sa) <A, 


also für ganze v,w, w w>v >1 ist, 
PX, en — > (Sn) — Sn — 1)) ein e=%) 


23W il Sa '%) an En dal) on oe S(w)e tw +10=%, 


n=v 





1) Vgl. $ 42 für den Spezialfall A, = logn. 
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w 
Ans Aue)? „An rıl-%) —1,R(s- so) -1,21R6- 8) 
Da, e rn ee. » rl +4e ” +4Ae "+1 2 
Nn=V n=Vd 
Nun ist 
An 
er 5 An+ 107) en): we du, 
a N / Blei) 7, 
We ? 
. An 
folglich 
w w /n+ı 
2) N a ee = 2 E a 
Da, e "|< Als-s,| I e uUR(s » du-+ Ae A,R(s )ı Ae Au+ıRle— 50) 
a) LE 


—=Als-s,| el de har RT) 
4 


Falls 
s#S 


ist, ist also 


w 


—An8 ol -1,Rs-%) —_ Is — So) A +1 Rl- 80) 
(2) Ze ee Are‘ 


ae re Net RO 6) 





Nach Voraussetzung ist nun 


Rs)> Res), 


also 
. —A,R(s] — 5) 
lime = (), 
v=X 
ie —1 Ras) __ A 
Im es =(; 
w=0%0 


(2) lehrt daher, daß 
f(sı) 
konvergiert, womit der Satz 1 bewiesen ist. 

Eine Dirichletsche Reihe, die in einem Punkte konvergiert, 
konvergiert also in jedem mit Bezug auf die Abszisse rechts gelegenen 
Punkte. 

Eine Dirichletsche Reihe braucht nirgends zu konvergieren und 
kann überall konvergieren, wie schon in $ 42 durch die zwei Beispiele 


>=» nn erlogR 


Ne 
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und 


ni! 
u = $ 1 0-slogn 
S. n! 


n=1l n=1 
festgestellt war. 

Satz 2: Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) weder über- 
all noch nirgends konvergiert, so gibt es eine Zahl « derart, 
daß (1) für 6 <a divergiert, für o0>.« konvergiert. 

Beweis: Wörtlich wie in $ 42 ıst auf Grund von Satz 1 zu 
schließen: Die Einteilung der reellen Punkte in Divergenz- und Kon- 
vergenzpunkte bostimme) einen Schnitt «, der die verlangten Eigen- 
schaften hat. 

«@ heißt die Konvergenzabszisse, 6 = « die Konvergenzgerade. 
Für «= © wird der extreme Fall „nirgends Konvergenz“, für «= — © 
der extreme Fall „überall Konvergenz“ einbezogen. 

Satz 39: Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) für s, absolut 
konvergiert und | 


Kls)> Rs) 


ist, so ist (1) für s, absolut konvergent. 
Beweis: Aus der von einem gewissen n an (nämlich für A, > 0) 
gültigen Abschätzung 


A, | er | Ans | | A, (80) | 


la,e 


folgt die Behauptung ohne weiteres. 

Eine Dirichletsche Reihe braucht nirgends absolut zu kon- 
vergieren und kann überall absolut konvergieren, wie die zwei obigen 
Beispiele zeigen. 

Satz 49: Wenn eine Dirichletsche Reihe (1) weder über- 
allnoch nirgends absolut konvergiert, so gibt es eine Zahl 
ß derart, daß (1) für 6<Pß nicht absolut konvergiert, für 
6>P absolut konvergiert. 

Beweis: Wie beim Satz 2. 

Es sind die beiden extremen Fälle passend mit = — oo und 
P=% zu bezeichnen. 

Nun haben die speziellen Dirichletschen Reihen, wo 


1, = logn 


N 








1) eh $ 42 für den Spezialfall A, = log.n. 
2) Vgl. $ 42 für den Spezialfall 2, es N. 
3) Vol. $ 42 für den Spezialfall PB = logn. 
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ist, wie wir in $ 42 sahen, im Falle einer Konvergenzhalbebene stets 
auch eine absolute Konvergenzhalbebene; der Abstand der beiden 
Geraden o=.« und 6 — ß war sogar stets höchstens 1. Diese Eigen- 
schaft, welche viele Beweise erleichtert, fällt bei den allgemeinen 
Dirichletschen Reihen fort; z. B. ist offenbar bei” 


nn ee >: (— 1)” e-!oglogn 
n=?2 08 N) n=2 
=, 


da für s>0 die absoluten Beträge der mit alternierenden Vorzeichen 
versehenen Glieder monoton gegen Null konvergieren und da die 
Glieder für s <O nicht den Limes O haben; ferner ist bei jener Reihe 


Pp=8, 


Be 
— (logn) 
für alle reellen s divergiert. 
Die folgende Tabelle wird zeigen, daß in den Relationen 


— oo <a <spßp<so 


da 








in Bezug auf Gleichheitszeichen alle logisch denkbaren Fälle möglich 
sind; falls 
u <ß 


ist, heißt 
= r0.< DB 
der Streifen bedingter Konvergenz; für 
| u ß, 
was für gewöhnliche Potenzreihen (von e”°) 
„N 


stets eintritt, ist er in nichts zusammengeschrumpft. 


1) Überhaupt kann allgemein 


© [6e) 
> Beam In 
n E 
| n=1 *" 


gesetzt werden, wo die /, = ein positiv sind und monoton ins Unendliche wachsen. 
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Erstes Beispiel: Es ist 


—-o=c0=ß 
für 
ed 
N! 
De 
| 


Zweites Beispiel: Es ist 


ae BD Le 


für 
Der 
EN Henze 
(logn)‘ 


Denn offenbar ist bei reellem s die Reihe konvergent, da die Glieder 
alternierende Vorzeichen haben und da ihre absoluten Beträge von 
einer gewissen Stelle an monoton zu Null abnehmen; die Reihe der 
absoluten Beträge ist für s< 1 divergent, für s > 1 konvergent, so daß 


= — 0, 
Pa 
ist. 
Drittes Beispiel: Es ist 
— = <= 
für 


a 


og 


n=:2 





denn offenbar ist bei festem reellen s die Reihe aus dem beim vorigen 
Beispiel angegebenen Grunde konvergent, und die Reihe der absoluten 
Beträge ist für kein reelles s konvergent. 
Viertes Beispiel: Es ist 
— oo <ae=ß<mxo 


für 


[6,0] 


1 * 
m’? 


VER N 
denn hier ist 
il; 


Ba], 


Fünftes Beispiel: Es ist 
ET ER 


’ dal 
eo 
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für 
RR 
| Ban, 
denn es ist hierbei 
& ) 
Bl 


Sechstes Beispiel: Es ist 
— o<re<ß=X 


für die schon oben angeführte Reihe 


x 


ar 5 


— (ogn)’ 
denn hier ist 
e=(, 
Dec 


Siebentes Beispiel: Es ist 


- o<aeae=ß= 80 
für 


8 207. 
Über die Lage der Konvergenzabszissen « und ß. 


Es sei « endlich; da durch die Substitution 
s=s +c 
die Dirichletsche Reihe 
Dave“ 
n=1 


wieder in eine Dirichletsche Rörhe 


EN ae le e Ans 

n=1 
mit der Variablen s’ übergeht, kann ohne Beschränkung der Allge- 
meinheit für die Aufgabe einer expliziten Darstellung von « ange- 
nommen werden, daß 
5 a>o0 
ist. Dann gilt der 
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Satz 50: Wenn die Konvergenzabszisse einer Dirichlet- 
schen Reihe >0 ist, ist sie durch die Formel 





«& = lim sup 
=0x0 % 


gegeben. 

x hat dabei ganzzahlige Werte zu durchlaufen. Der Satz wird 
sich auch im Falle «= x als wahr herausstellen. 

Beweis: 1. Es ist zu beweisen: Wenn der wegen der voraus- 
gesetzten Divergenz der Reihe für s— O nicht negative Ausdruck 





gesetzt wird, so ist, falls L SPAllch. und 0 >0 ist, die Reihe 


fi) - Zac" 


n=1 
für s= L + 0 konvergent; das bedeutet alsdann 
In der Tat ist, wenn 
= A(z) 
n=1 


gesetzt wird, von einem gewissen ganzzahligen © an, d.h. für 


IE &(6) erstens 


zweitens 


ick 


daher ist wegen 


Do, —= I (An) — An — 1))e 'r’ 


n=v n=v 


— N A(n)(e’r' — e’r+1°) — Av — 1)e”’°’ + Alw)etotı® 


n=v 





1) Vgl. $ 32 für den Spezialfall A,—=logn; damals waren die a, noch reell 
vorausgesetzt. Offenbar gilt der folgende Beweis auch im Falle « —= 0, wenn die 
Reihe für s—0 divergiert oder gegen einen von Null verschiedenen Wert konvergierk. 
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für w>v>&+1 
Bayern) Sr E)(emetn _ rare) 


n=v Men 
d d 
bu e-1 245) —A,(L+0) “ gu (2+5) Ayu+ı(2+0) 


An+1 


ef . als] feruarnau er g® (2+2) -A,(L+0) 3% gu+1 (25) Ay rı(L+0) 


Nn=V in 
1 
vw nti 0) d 0) 
1 (245) —u{L+06) —A,— —/ 1 
Sa) > M e 2/e du + e are ec 
n=» ,„ 
3 Ao+1 „2? s Ö E Ö 
en Ser Ag | 5 lur1g 
Se, e ?du-+e +e s 
Ay 


was für v—=—x, w= © den Limes 0 hat, womit die Konvergenz 
von f(L + d) bewiesen ist. 

2. Es ist zu beweisen: Wenn f(s) für ein reelles s, > 0 konver- 
giert und d > 0 ist, so ist von einer gewissen Stelle an 


x 
log| Da, | 
n=) 





d. h. für alle hinreichend großen x 
x (so +0 
A| <ertt"; 
denn damit ist ja im Falle «> 0 die Relation 
L<a 


bewiesen. 
In der Tat ist, falls 


PR E: se B(x) 
Zu 
gesetzt wird, für ale x=1,2,5,--- 
A(x) = Da,e "rer 
n=1l 
— I (Bin) — Bin — 1))e'** 
| 


xc—1 


» 


— I B(n)(e* T er +1%) ei B(x)e’” 


n=1 
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also wegen 


Ba) <B 





x—1l j 
AS BIKE ren peG 
al 


= Ble=" er) Bess 
nn 2. Bew” 
folglich für alle hinreichend großen & 
AI <eret?. 


Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Er liefert ohne weiteres durch Anwendung auf 


x 
Dia je® 
n=il 


den | 
Satz 6V0: Falls die Abszisse ß der absoluten Konvergenz 
>0 ist, ist 


x 


log I la, | 


ß = lim sup — 
x=ox x 





Ferner gilt der 
Satz 7°: Bei jeder Dirichletschen Reihe ist 





B—« < lim sup "E®. 
Beweis: Es werde 
lim sup a =! 
gesetzt; / ist jedenfalls > 0. Im Falle 
= 


ist nichts zu beweisen. Es werde also / endlich angenommen; dann 
besagt die Behauptung, daß aus der Konvergenz von f(s,) die abso- 
lute Konvergenz von f(s, +! +6) für d>O folgt. 

In der Tat ist nach Voraussetzung für wachsendes n 


a, "* = 0(1), 


a„e x > O(e f iR 





1) Vgl. $ 32 für den Spezialfall A — log n. 
2) Vgl. $42 für den Spezialfall 2, — log n. 
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also, da für alle hinreichend großen » 
logn <A, (? + 5) 


") 
7 








ist, . 
| —logn 
a, AnBoti+d) _ 0 
il N 
ver ner 
d, 
Ber 
N.0, 
woraus die Behauptung folgt, da 
Ei: an 
| war 
1st. 
Beispiel: Für 
1,=N 
logn 0 





und überhaupt für 


ist 
e-P ent- 


also kein Streifen bedingter Konvergenz vorhanden; dies ist ja eine 


bekannte Eigenschaft der Potenzreihen 
oo oo 
u RE un 
Sa,e = a,% ; 
n= 


el 


wo die Konvergenzgerade 6= «= ß dem Kreis |y| = e* 


spricht. 
Neunundsechzigstes Kapitel. 


Die gleichmäßige Konvergenz und der analytische Charakter 
der Dirichletschen Reihen. 


S 208. 
Verhalten im Innern der Konvergenzhalbebene. 
Satz 8): Eine Dirichletsche Reihe konvergiert gleich- 


mäßig in jedem Rechteck 
005 0, 01, 


1) Vgl. $ 42 für den Spezialfall A, = log.n. 
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welches ganz ihrer Konvergenzhalbebene angehört, d. h. wo 
a>ı 
ist. 
Es kommen für diesen Satz die beiden Fälle = — © und 
-- 00 <«< x in Betracht, und er zeigt natürlich, daß die Reihe in 
jedem ganz in der Konvergenzhalbebene und im Endlichen gelegenen 
Gebiete" gleichmäßig konvergiert. 
Beweis: Es sei s, so gewählt, dab 
e<Rls,) <a 
ist. Nach der Formel (2) des $ 206 ist in der Halbebene 
RA) > Re) | 


für alle ganzzahligen v > 1 





| > — An $ S—H| .-2,Re-%) —4,R (8%) 
| a„e "n z Aygney® v + Ae% } 


also im gegebenen Rechteck, wo 
Rss) a— ls) 
= € 
Bit) 
und bei passender Wahl von 5 
s-s|<PB 


ist, für alle hinreichend großen v (bei denen nämlich 4, > 0 ist) 


| oo 
| N" Br AB: Pr. 
| ae 1n8 ek he ı Ae 1g8 
n=v 


wo die rechte Seite von s unabhängig ist und für v—= oo den Limes 
O hat. 

Satz 9°: Eine Dirichletsche Reihe stellt in ihrer Kon- 
vergenzhalbebene eine reguläre analytische Funktion dar 
und darf dort beliebig oft gliedweise differentiiert werden. 

Beweis: Das folgt unmittelbar aus dem Satz 8. Im Falle 
«= — oo und im Falle — oo <a«< oo ist also für 6 >« 

fr) -- Na," 
1 


nn 
N= 





1) Gebiet mag hier eine beliebige „abgeschlossene“ Punktmenge bezeich- 
nen, d. h. eine solche, die ihre Häufungspunkte enthält. 
2) Vgl.$ 42 für A, =logn. 
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8 209. 
Verhalten am Rande des Konvergenzgebietes. 


Satz 100: Wenn f(s) im Punkte s, konvergiert, ist /(s) für 
alles=s,+:woe>0 ist, gleichmäßig konvergent, also ins- 
besondere im Punkte s, nach rechts stetig. 

Das letztere — Stetigkeit nach rechts — ist schon durch Satz 8 
in dem Falle festgestellt, daß s, im Innern des Konvergenzgebietes 
liegt, aber neu in dem Falle, daß s, auf der Konvergenzgeraden liegt. 
Von ersterem — gleichmäßiger Konvergenz — ist bisher in Satz 8 
nur in Bezug auf ein endliches inneres Teilintervall , > > e,, wo 
& >00 ist, die Rede gewesen. 

Beweis: Wenn 


gesetzt wird, ist fürs=s,+: 8>0 und alle ganzen v>1 


Baur.” - I (Am ‚et b) Pi (An 2 1) A b))e ’r‘ 


— DA) — b)(e”r’ — e +1) - (Aw — D — be“. 


Für jedes 
n>&-8(0) 
ist 
\Aln)—b <ö 
und 
>00: 


jedes v>&8-+ 1 liefert also 


) (6) 
Sa =, do > (e° ER en +1) <E des 2 
de 
<29, 


womit die gleichmäßige Konvergenz von f(s) für > 0 bewiesen ist. 
Etwas allgemeiner ist 
Satz 11: Wenn f(s) im Punkte s,= 0, + 4,i konvergiert, so 
konvergiert f(s) gleichmäßig in jedem Winkelraum, dessen 





1) Vgl. den ersten Satz des $ 30 für A,—=logn und reelle a, nebst reellen s. 
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Scheitel s, ist und dessen Schenkel unter Winkeln zwischen 
— (exkl.) und > (exkl.) zu der durch den Punkt s, nach rechts 


gelegten Horizontalen s=s,+:8, E>0 gezogen sind. 
Insbesondere folgt hieraus: Für jede einem solchen Winkelraum 
angehörige abzählbare Punktmenge 
Pe Pe 
bei welcher 
lims,=s, 


lim E (5,) ir f (So), 


und auch: Auf jedem Strahl, der aus der rechten Halbebene kommt 
und in s, mündet, konvergiert f(s) gegen f(s,), desgleichen auf jeder 
Kurve der Gestalt 


ist, ist 


s=6+ toi, 
wo 
o>o, 
ist und bei zu 6, abnehmendem 6 
limt(o)=%, 


0=609 
sowie 
|!) —t 
lim sup [ii — ie < 00 
>> DO 
0=09 0 
1st. 
Beweis: Es ist allgemein 
An+1 
et _ nr _ s/ e"au, 
An 
also für 6-0, insbesondere für 6 > 0 
An+1 
1 ur | 
2 a: "+1 <|s| f erwodu 


An 


= (e”’n® E. e 'n+19), 


Nun ist, wenn b und A(x) die Bedeutung des vorigen Beweises haben, 
fürrs=s,+:+ nt, wo 
250, 


ale 
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ist (das ist der Winkelraum), und ganzes v>1 


Sa, oe 'n (sotEetn) IS ER b)(e —An(e+ni) ee ee, 


n=Vv 


also für v,>&8+1, wo &=&(6) die damalige Bedeutung hat, 


Sa;e e en e2 > rear a Erler 4 get: 


In=» n=v 


ee I 4, are mL Leg 


-5V14+(®)’ el 


) Velo 40246 
<25Vl re, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
Eine in einem Punkte der Grenzgeraden konvergente Dirichlet- 


sche Reihe ist also stetig nach rechts bei Annäherungen aus dem 
Winkelraum, den man auch so schreiben kann: 


s=s,+t rer, 

SE 
7 7 f 
ed, 


wo 4 und 4° beliebig kleine, aber feste positive Größen sind, deren 
Summe <x ist. 

Also ist auch bewiesen: Wenn f(s) für s=s, konvergiert und 
M>0O gegeben ist, so ist f(s) für 

>20, — Mlo—-0)<st—-1W<M(6— o,) 

gleichmäßig konvergent. 

Noch allgemeiner ist der 

Satz 12: Wenn f(s) für s, konvergiert und M>O gegeben 
ist, so ist f(s) für 

6 = 6, — Kr, je 1) < en Lo = eH(o-0%).— ] 

gleichmäßig konvergent. 

Dies Gebiet läßt sich offenbar für kein noch so kleines M in einen 
Winkelraum obiger Art fassen, da die Begrenzungskurve zu steil ist. 

Beweis: Es habe A(x) die obige Bedeutung; dann ist, wenn O,, ‘+: 
absolute (d. h. von x, s und N unabhängige und höchstens von den 
gegebenen Größen a,, s, und M abhängige) Konstanten bezeichnen, 


A@I<Q 
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und für alle ganzen N > 1 nebst 6>o, 
& 


NORDEN (A) — An — D)e mt 
n=N+ 








Me. 
u N Am) (e? a — A(N)e re 
no 
N 6) 
% an: | 1 2480 1 2) 41 0— 09) 
If) - Sa, | <a Ze mero inner] Heime 
n=1l n=N+1 

EL ne Pe Br A E Ä 
U |s— 8% | Die 1,(0 u. BER An+1(0 ARE AN+1(0 0) 
2 60, n=eN+1 


|s—H| Ay zu A % 
lt | a e Ay+1ı(0 ae Q,e N+ı(0 0%) 
0 
<20 1880| „An+ıl0= 00), 
a, 


Wenn überdies | 
re. (eo = 00) — 1) ı u . = eM (0-0) Bar. 











ist, so ist | 
Is-9s|=|e - 9 + W)il 
Sa | 
<0—0,+ ee) — 1 
M(o — 6,) M(0-0,) 
se M +e u 
Een 00) 
+ eM(o-0) 
= ER. 
also 
5, eH (0 — 90) 
fa) — Ia,e |-30% «7 ragen 
e(4-An+1)(0- 0%) 
apa eg, - 
Es sei 
D5>%0 
gegeben, und es werde N, so bestimmt, daß 4 
>M 


Ayrı 


ist. Alsdann werde oberhalb von o, ein © = w»(d) so bestimmt, dab 
für 0 > o(Ö) | 
e(# Am, +1)(0- 00) 


3 ir 
c— 0, | 
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ist; dann ist für 
ES al a SE er ae 


el An. +1) (9%) 
Ball 





N 
f(s) ee are ® | er Q, 
RS 


<0. 


ae 


Dem endlichen Gebiet 
ERREICHEN 
entspricht, da es einem Winkelraum im Sinne des Satzes 11 angehört, 


ein N —=N,(ö) derart, daß für N> N, gleichmäßig (in ihm) 


n 
116) — Da, 'n| <o 
ist. Für N> N,= N,(d) = Max. (N,, N,) ist also im ganzen vor- 
gelegten Gebiet 
6 > 0 ee 1) ar re a S Brsoul.. 1 


| f(s) — 93 ae In? 


womit der Satz bewiesen ist. 
Aus diesem Satz folgt unmittelbar der 





Zusatz: Wenn 2>0 und M20 gegeben sind, so ist für 
o> Gr & — EN 


die Reihe gleichmäßig konvergent. 
In der Tat ist im Falle M > 0 die Reihe nach dem ursprünglichen 
Wortlaut für 


6 > 0 2 = (een 2 1) = = E, + e24(0o-0) — ] 
gleichmäßig konvergent, und für alle hinreichend großen © ist 
eHt < Fi -E N ei E 
u, — LeRH 00) een 1) es 2. BI 

der neue Wortlaut ist daher für M>0, also für alle reellen M be- 
wiesen. 
| Im Falle der Existenz einer absoluten Konvergenzhalbebene be- 
steht der fast triviale 

Satz 13: Wenn f(s) für s, absolut konvergiert, so ist f(s) 


für 6>o0, gleichmäßig konvergent. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 48 
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Beweis: Aus der für A, >0, 6 > o, gültigen Abschätzung 
ae] 0er" 
— | a, | en % e 'n(0 - %) 


< | A, | En 0 
folgt dies unmittelbar. 

Der Satz 13 hat natürlich zur Folge, daß in dem speziellen Falle 
der Dirichletschen Reihen mit absolutem Konvergenzbereich der 
Satz 12 gar nicht mehr aussagt, als durch den Satz 11 schon be- 
kannt war. 


Siebzigstes Kapitel. 


Die Nullstellen in der Konvergenzhalbebene. 


B2108 
Der Eindeutigkeitssatz. 
Satz 140: Wenn für s>y 


Dr, tn = De,e ns 
Ne | n=1 
= C (n = it 
Anders ausgedrückt: Wenn für s>y 
(1) Da, tn — 0 
n=1 


ist, so ist 


ist, so Ist 


RR, (n >.) 
Beide Wortlaute besagen dasselbe; denn unter den Voraussetzungen 
des ersten Wortlauts erfüllt 
b,-,= 
die des zweiten. Der Satz besagt: Wenn nicht alle Koeffizienten einer 
Dirichletschen Reihe O sind, so können nicht alle Punkte der reel- 


len Achse rechts von einer Stelle an Wurzeln sein, also® auch nicht 
alle Punkte irgend einer horizontalen Geraden rechts von einer Stelle. 





1) Vgl. $ 35 für A, = log n. 
2) Denn s—= s®’—+ ce führt auch bei komplexem c die Reihe wieder in eine 
Dirichletsche Reihe über. 
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Beweis: Es ist nur zu beweisen, daß aus (1) 
au,=0 
folgt; denn dann ergibt die Wiederholung dieses Schlusses 
4,— 0 
usw. 


Nach Satz 10 ist die (für s>» konvergente und den Wert O 
besitzende) Dirichletsche Reihe 


Da, In Mm =4A+ a,e Ya-t)s ... 
n=1 ze 
für s>y+ 1 gleichmäßig konvergent. Wäre 

/ ad, 
so gäbe es also ein N derart, dab für s>y+1 














< — (An —44)s$ a 
| D a,e une < Fr 
n=N+1 
ist. Dann ist infolge (1) 
N RE ' 
Die, 
N! | 
also | 
& | a 
a, + Da,e 2 Su sH, 
n=2 2 
N s 
= a [47 
N 














für alle s>y-+ 1. Dies steht damit in Widerspruch, daß für posi- 
tives, ins Unendliche wachsendes s 


N 
lim Da,e 0 


s=on=2 
ist. 
Offenbar reicht es zu dem obigen Schluß von (1) auf 


=$, 
deu: 
| a„=0 n>]) 
aus, daß für unendlich viele s > y, worunter beliebig große vorkommen, 
fig 0 


ist. Damit ist schärfer bewiesen: 
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Satz 15: Wenn für passend gewählte beliebig große reelle s 
fi) —0 
a,=d. 


Dies lehrt natürlich, daß im Falle zweier eventuell nicht iden- 
tischer A-Reihen A, und A/ aus der für die betreffenden unendlich 
vielen s gültig vorausgesetzten Gleichung 


oo x s 
—ils hs 
Dec = De, ”, 


U nt 


ist, so sind alle 


wo nur von .Null verschiedene b, ce aufgeschrieben sind, folgt: 
bie en tlnan 


n n 


vi TE der Größe nach geordnet, mit 


Denn, wenn die A,, A,, 


Ay, Ag, bezeichnet werden, so folgt durch Subtraktion 
B> RN Hr 0, 
wo Dry 
(2) a,=b, für A,=4,, aber A,-Fjedem 47, 
(3) a,=—c,“ fürA,=4/, aber A, + jedem X, 
(4) q, > D Br C, für A, Er A, Ze A, 
ist. Nach Satz 15 ist stets 
a,—0; 
da andererseits stets 
en 
und 
„#0 


sein soll, so kann (2) und (3) nicht eintreten; d. h.. die, beiden Folgen 
) und A” sind identisch. Aus (4) folgt En dab die Koeffizienten 
b, und c, identisch sind. 

Der Satz 15 läßt sich auch so formulieren: Wenn f(s) ein Kon- 
vergenzgebiet hat und nicht alle Iuolzlanign verschwinden, so gibt 
es ein s, derart, dab für s>s, 


fs) +0 
ist. Übrigens gibt es infolgedessen, falls «, > « gewählt ist, auf der 
unendlichen Strecke s>«, nur höchstens endlich viele Nullstellen; 


denn gäbe es unendlich viele, so würden diese sich im Endlichen 
häufen müssen, und die analytische Funktion wäre dort singulär?, 


1) « ist die Konvergenzabszisse. 
2) Natürlich kann man hier auch mit der Differentialrechnung durchkommen. 
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8.211. 
Genauere Sätze über die Lage der Nullstellen. 


Noch schärfer ist der 

Satz 16:. Es sei /(s) für s=-s,—=0,+1,yi Konvergent und 
e>0 sowie M=0 beliebig gegeben”; dann gehören dem Gebiet 
(1) c>6+5 AI EES er 
nur höchstens endlich viele Nullstellen an, außer, wenn alle 
Koeffizienten der Reihe verschwinden. 

Beweis: (zesetzt, f(s) habe nicht lauter verschwindende Koeffi- 
zienten, und es gebe in dem Gebiet (1) unendlich viele Nullstellen s. 
Dieselben können sich nicht im Endlichen häufen, da f(s) füro>o,+ 
regulär ist. Sie würden sich also im Unendlichen häufen; d.h. es 
gäbe beliebig große 6, für welche 

s=6o-+ttbi 
mit einem £ im Spielraum | 
EA eV ee eo 
eine Nullstelle ist. 
Es darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen wer- 


den, dab | 
a,=#+0 


ist. Der Satz wird bewiesen sein, wenn man gezeigt hat: Für alle 
hinreichend großen 6 ist im Gebiete 


s=6+tt, 
ESS EHRT 


die Funktion f(s) von Null verschieden. 
Die Reihe 


> Dre a, ES, az 
n=1 n=2 
ist nach dem Zusatz zu Satz 12 für 
a 
gleichmäßig konvergent. Es gibt daher ein N derart, daß für alle 


jene s 
oo 
— (A, — 14)8 
aa 
n=N+1 


a, 








= 











1) & beliebig klein, M beliebig groß. 
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ist, folglich 

















© N 
2 ET Ne ia 
Da,e a Da,e Unmine +4 
n= n=2 | 
Wegen 
N N RE 
Da,e (di, 4,)8 Sue 1) 
In=2 n=2 


gibt es also ein 6, derart, daß für 
60, et 


























Sa ee 
n=2 
fi =|qa,| 
ist, also 
| BEN EN. > a et Sa an 
Um—ı _ n=2 
> ||| 


womit der Satz 16 bewiesen ist. 

Er besagt, daß zu jeder nicht identisch verschwindenden Dirich- 
letschen Reihe und zu jedem M ein 6, gefunden werden kann,-so 
daß im Gebiet 

oc>o, |ilSet 

keine Nullstelle liegt. Dies schließt nicht aus, daß es Nullstellen 
mit beliebig großer Abszisse gibt. Für Reihen mit absoluter Kon- 
vergenzhalbebene (wozu im Falle einer Konvergenzhalbebene die End- 
lichkeit von ; 

lım sup DER 

« zo h, 
nach Satz 7 hinreichend, aber natürlich nicht notwendig ist, da man 
ja die Wahl der a, in der Hand hat) ist dies allerdings nach dem 
folgenden Satz ausgeschlossen: 





1) Es braucht wohl kaum betont zu werden, daß durch Betrachtung von 
f(s) — a statt /(s) alle diese Sätze für a-Stellen statt Nullstellen formuliert wer- 
den können. 
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Satz 17: Wenn die nicht identisch verschwindende 
Dirichletsche Reihe 


oo 
f(s) a N 
= 


eine absolute Konvergenzhalbebene besitzt, so gibt es ein 
6, derart, daß für 


00; 


fo) +0 


Beweis: Es sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit 


#0. 


Die Reihe sei für s=n absolut konvergent. Dann ist für o>7 


oo 
Kor PA 


ist. 


< BE N a, rich 
71,0 u 
=ce ’, 
rol2la "ce ®", 
woraus wegen A, <A, für alle s mit hinreichend großer Abszisse 


fo) +0 
folgt. 


Ich knüpfe für das Nächstfolgende an eine aus der Theorie der 
Zetafunktion bekannte Tatsache an. Das Nichtverschwinden von 


“| 
En, 
RN 
für o > 1 war durch die Potenzdarstellung 


[12 1 
m ps 


= er" 
in Evidenz gesetzt. Entsprechend gilt allgemein der 
Satz 18: Wenn die Dirichletsche Reihe 


f9=- ZIae”" (+9) 


eine absolute Konvergenzhalbebene besitzt, so gibt es ein @ 
derart, daß bei einer passenden A-Folge 


Ars Aeyaar An Ar, lim A000) 
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und einer Folge von Koeffizienten 
1. 4 6 
A, As, A,, fs 
die Dirichletsche Reihe 


Der 
n=1 
für 6>@ absolut konvergiert und daß dort 
f(s) TR) 


1st. 
Beweis: Es ıst 
nr ee nn: BAER ann Be. . 
a, e ı8 1 r 
-1+ a +be"+:--, 
wo 


<< Er 


limv, = © 


ist. Diese Reihe ist nach Voraussetzung in einer Halbebene absolut 
konvergent. Für 6 > @ ist, wenn dies @ passend gewählt ist, sogar 
die Summe der absoluten Beträge der Glieder vom zweiten an 


(2) Id le" +, je "+. -<1; 


6) 


für 0 > G ist also — —, von Null verschieden, d. h. 


a, e 
08 are —= logf(s) — loga, — As 
regulär und außerdem 
log f(s)—loga, —A,s=(b,e "+ be +...) —i(b,e Ye 
+4" +b,e "+. — 
Für 6 > @ darf wegen (2) jede Potenz ausgerechnet und das Ganze 


beliebig geordnet werden. Bei passender Gliederanordnung entsteht 
eine Dirichletsche Reihe 


oo 
Da ’ 
Da! 


in der die u, gleich den wachsend geordneten Summen 
Un, Pr Vz sg = Ymo 


von beliebig vielen gleichen oder verschiedenen Summanden sind. 


Bi Pin rn z 
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Denn nur solche Glieder treten auf; es ist auch evident, daß die ver- 
schiedenen der Zahlen 


Ym, an Ym, + ee + Ping 


sich nur im Unendlichen häufen und daß jede auftretende nur end- 
lich vielen Gliedern bei der Zerlegung der Reihe 


N Bd En I 
Se NEO ‚e "+ be | 


m=1 


entspricht, wo die mte Potenz ausgerechnet, d. h. als Dirichletsche 
Reihe geschrieben gedacht wird. 
Es ist also fürro >@ 


log f(s) — loga, — 45 SPEIRE IE 


loga, —4,s+ I ea ein? 
f(s) 2.0 uk: ’ 


wo noch loga, in die Dirichletsche Reihe des Exponenten einbezogen 
werden kann. 
Für spezielle Dirichletsche Reihen 


—= logn 
ist beim Beweise 
V, er A 


—=log(n-+]1) 


= log(n +1), 


da die Zahlen log(n + 1) sich durch Addition reproduzieren. Jede 
Dirichletsche Reihe vom De Typus 


f)=-E+2+24. (+0), 


welche ein Konvergenzgebiet besitzt, ist also für 6 > G@ in der Form 


und auch 


darstellbar. 





Dreiundzwanzigster Teil. 


Das Multiplikationsproblem. 


Einundsiebzigstes Kapitel. 


Das Dirichletsche Produkt einer konvergenten und einer 
absolut konvergenten Reihe. 
8 212. 
Der Begriff der Dirichletschen Multiplikation nach einer 
)-BRegel. 


Es seien zwei für 6 > o, konvergente Dirichletsche Reihen ge- 
geben. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen sie in der Form 


f(s) - Da, "t, 
n=|L 

9(s) _ Ip,e-'r’ 
n=1 


mit derselben 4-Folge angenommen werden; denn, wenn ursprünglich 


fs) = Zar ek 
rar 


9(5) = Ivo En 


ist, so brauchen nur die A’ und \" zusammengeworfen zu werden 
an: die in f(s) bzw. g(s) eigentlich nicht vorkommenden Terme den 
Koeffizienten O zu erhalten. 

Formal — ohne Rücksicht auf Konvergenz, die aber z. B. im 
Falle der absoluten Konvergenz von f(s) und g9(s) für das betreffende s 
gewiß gewährleistet ist — ist das Produkt beider Reihen als Dirich- 
letsche Reihe 


f(s)g(s) = =S Do 
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darstellbar, wo v,, wachsend geordnet, alle verschiedenen Summen 


a Das 
2 Be) 
durchläuft und 


= 
2 u a,b, 
l Aytin=’n 
1st. 
Definition: Es seien 
oo 
(1) I 


(2) SB, 


zwei beliebige Reihen; da die Betrachtung ganz formal ist, 
braucht nicht einmal ihre Konvergenz vorausgesetzt zu 
werden. Wenn eine feste Folge A, (n=1,2,-:-) gegeben ist, wo 
u<h<kh<in, 
limi, = © 


Nn=% 


ist, versteht man unter dem Dirichletschen Produkt beider 
Reihen nach der },-Regel die Reihe 


&) DR 
In RE Soß,, 


Aytim=’n 
ist. 
Falls (1) und (2) absolut konvergieren, ist gewiß (3) konvergent 
und gleich ihrem Produkt, da (3) alle Glieder 


De 224 ) 
CP e Berl 2 
und jedes genau einmal enthält. 
Nach dieser Definition ist natürlich für jedes s ‚die obige Reihe 


(4) TAT 


m 


das Dirichletsche Produkt von 


(5) Da a 
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und 


(6) Dr.2Rs 
denn es ist 


— As — in art, 
Da,e b„e Fe DU. 


AtAm=tn At Am rn 


$ 213. 
Eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz des 
Dirichletschen Produktes. 


Es gilt nun (in den Bezeichnungen (1) usw. des $ 212) der 

Satz 190: Wenn (1) absolut konvergiert und (2) konver- 
giert, so ist das Dirichletsche Produkt (3) konvergent und 
gleich dem Produkt beider Reihensummen. 

Er liefert speziell: 

Wenn in einer Halbebene (5) absolut konvergiert und 
(6) konvergiert, so ist dort (4) konvergent und gleich dem 
Produkt beider Reihensummen. 

Ich werde sogar noch etwas mehr beweisen, nämlich: 


Die Reihe 
Seo,ß, 


a 
l,m 


konvergiert, wenn die Glieder nach wachsendem A), +4, ge- 
ordnet sind, welches auch die Reihenfolge der Glieder mit 
gleichem A,+A, sei, und ist 


oo oo 
=>E ; Be 
i=1 m=1l 
Im ursprünglichen Wortlaut war nur von der Summe der Sum- 
men der Glieder mit gleichem A,+ 7, die Rede, diese also jedesmal 
in eine Klammer zusammengefaßt. 
Beweis: Es werde 





1) Vgl. $185 für den Spezialfall A, = log n. 
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S1e,1= 4ß), 
Da, = Ale), 
nl 


Dp,— Bla) 


gesetzt. Gegeben ist eine bestimmte Reihenfolge aller 


2 Dr 
von der wir nur wissen, daß niemals ein Glied mit größerem 
A, ar A, 


einem mit kleinerem vorangeht. Dann hat jede Partialsumme 


Sa, Pa 


wenn «, das höchste vorkommende « ist, die Gestalt 


5 we Beier Ben) 


der springende Punkt ist, daß mit 


q, D 
auch 
® 
ü &, Di: 
für alle 
m <m 


auftritt. Ich werde beweisen: Wenn d gegeben ist, gibt es ein ganzes 
 &=8£(6) derart, daß jede Partialsumme der Gestalt 5, wenn sie u.a. 


die &°? Glieder 
| re 
0 DB | ) 


ee 
enthält, die Relation 
IS—-AB|I<od 


erfüllt. Damit ist dann die Konvergenz der vorgelegten Reihe gegen 
Ab bewiesen. 
Nach Voraussetzung gibt es ein g, so dab für alle x 


Ar) <y 


DebDeh, wenn we >: und für jedes L— 1, 2, + ,.8 
vaw)25 





ist. 
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uud B(a)| <yg 


ist. Zu 6 bestimme ich &=&(6) >1 so, daß einerseits für allev >&$ 
mit beliebigem w > v 


= Ö 
=lul<z, 





und 
| >», —=|B,- B,| 
Ö 
Sm 


ist, andererseits für alle >58 
|A@)B(@) — AB|<®- 
Ich nehme nun 2 >8$, sowie y(a,l)>$ füri=1,2,.-.,8 an. 
Es ist | . | 
E > & ‚Div, D), 


nA 


S— A(z) B(«) - I, (B(v(, D) — B(«)) 


fer 


=, (B(pa, d) — B(«)) +24 (Bo, )) — B(a)); 
weil in der ersten dieser beiden Summen jedes Argument von BD min- 
destens &, in der zweiten Summe jeder Index eines « größer als & 
ist, ist 


SAD Self iA Zjallo+9 


Zelt, Sie 


also 


1S- AB|<]|S- A(a) Bla)| +] A) B@) AB] 
20 Ö 
Kae 
er 


was zu beweisen war, 
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Zweiundsiebzigstes Kapitel. 


Das Dirichletsche Produkt zweier konvergenter Reihen. 


Ss 214. 
Ein allgemeiner Satz. 


Ich beweise zunächst einen Satz von großer Allgemeinheit und 
mit vielen Parametern und werde dann im folgenden Paragraphen 
wichtige einfachere Spezialfälle besonders hervorheben, deren direkter 
Beweis dadurch erspart wird. 

Satz 20: Es seien 0, 0, r,r' vier Konstanten und 


DAN 
T=0, 
Tt+tt>0, 
e+T20, 
e+r20; 
es sel 


) Sa,’ 
n=1l 


für s= okonvergent, fürs—o+ r absolut konvergent; es sei 


(2) Sb,e tn: 
n=\ 


für s=o’ konvergent, für s=o’+r’absolut konvergent. Dann 
ist das Dirichletsche Produkt 





(3) De, m: 
n=1 
für 
rer TE 
s= BER 
konvergent. 


Beweis: Für 7 = 0 sagt der Satz nichts Neues aus; denn (3) kon- 
vergiert alsdann wegen o > o’ bereits nach Satz 19 für 


St 


ertertrr 


r-+r 
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Desgleichen für =0. Es darf also 
vr), 
N, 
angenommen werden, was an Stelle der drei ersten unter den fünf 


vorausgesetzten Ungleichungen tritt. 
Zur Abkürzung werde gesetzt: 


or’ =p ort + ve &L 


T+r Ba 


Es ist 
er 7 en i; 
Um; 
NEE 
Wegen der Voraussetzung 
ee 
ist | 
I alt= Dja,|emernaner-0 
in <= in <x 


S eu Ze 


n=*? 


also, da 
> a, | e'nle+%) 
n=1 i - 


konvergiert, 
> |a,|e re = O0 (et+e-e)) 
In=x 

und ebenso 
5 |d,|e mr Oler@+te-9), 


Anz 


Ferner ist wegen 





er’+eoer+trr 
e r-+r 

e@— o)r+ır 
t-+r 


(Ü +00) 


0 —_ 





T 


+7 
08 
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die Reihe 


oo 


Da,e In® 


a—1 


(Reihe (1) für s= ©) konvergent und genauer, wenn A, das erste }, 
hinter x ist und 


SD a,e'n® = R(m) 


n=m 


gesetzt wird, im Falle © > o 
x 
Ex 
Dose Mn — >" a e’'n® 


N 


An>% n=Y 
— BE e7 40 ee, 1,(w- 0) 
Rn=Y 
— I/(R(n) — Rn-+ 1)) e’n@= 9 
n=y 


— = En) (en@-g) — e-n-1@-0) + R(y)e-?,e-0 
n=y+ 


ar DE (e” An-ı(w-0)__ e” Rn erg (6a) 
n=y+l1 


(e” hy (u — 9) 


ae) 


was natürlich auch im Falle © = o richtig ist; ebenso ist 
E> be 'n® 
= 
(Reihe (2) für s= ») konvergent und 
Db,e me H(ero en, 
In>% 


Der Satz bedarf natürlich nur in dem Falle eines Beweises, daß 
keine der beiden Reihen (1) und (2) für s= » absolut konvergiert. 
Nun ist 


= 72 —_/ RR 
De, me— DI ae te b, em 


YnZ% Aytim=S% 


— 1,9 _ v _ _ Pr ad 
er Due oı Diem Due I = ol 


4,=y 2 Aimza=r, ÄANZN® A1Sa-Ay 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 49 
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oo 
= Rn e9 ag 
PERL, RT > ae ar. > b„e mi — > me Be PIE: x 


nZx A,=7% m=1 =1 AmZENt 
—i 
+ Zac"; Zume E: 
u man 
— /,0 An m® — Aw 
22, 2me 2 men Se 
Az Aueh Amznz A>a— Am 
1 (0 —1 En 4 (2-1 - 
-0 I |a er" EP Lo De ma 
1,27% Änzy8 


= oe ZjajeM) + ole“"0 Zn je'"l 


ee mZN% 
ge a A eu 


= (1), 


letzteres mit Rücksicht auf 


- Wo) Ne He = rt e)+ a an 


—=() 
nebst 
0 — 0) Hd oe. 
Daher ist 


© 


oo 
—- 1,0 7 — /rt 1 ER 
PR: i 4 a,e AR DS 2% _ Iaye ‚u ER 


me 
| Mei m=1 


oo oo 
—/w, 7 er 
+ Daye Dbe RN: 


ı=1 mt 
00 oc x 
17,0 /w, no 
Se,e "" = Dave Dbjenne 
2 n=1 Bl a 
was zu beweisen war. 
S 218. 


Spezialfälle des allgemeinen Satzes. 
Für 
OO 
ergibt sich aus dem Satz 20 der somit bewiesene 
Satz 21: Es sei 
Tl, 


Ba 
+r>0, 
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(1) | Sa,’ 
n=1l 

und 

(2) Due ® 
a! 


für s=o konvergent,: (1) fürs=e+r, (2) fürs=o+1r/ ab- 
solut konvergent. Dann ist 





8) Se, 
n=1 
für 
AM 
ERTEN r+r 
konvergent. 
Noch spezieller, wenn überdies 
T=tT 
gesetzt wird: 
Satz 22: Es sei 
DAN 


(1) für s= o konvergent, für s=_o-+ r absolut konvergent, (2) 
desgleichen. Dann ist (3) für 


s=0+ > 
konvergent. 
$ 216. 
Weitere Sätze für spezielle }„-Folgen. 
Es sei die A,-Folge so beschaffen, daß 


endlich ist. Dann folgt aus der Konvergenz einer zugehörigen Di- 

richletschen Reihe für og nach Satz 7 ihre absolute Konvergenz für 

oe+L!+6 bei allen d>0, nicht aber mit Sicherheit® für o +1. 
Falls also z. B. 


(1) Da,e m 
Vz! 





Be}, 1 
1) Beispiel: >“ „51 rem konvergiert für s—= 0, konvergiert aber nicht ab- 
solut für s=1. 

49* 
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und 


oo 


(2) Sb,c 


nz=il 


für s= oe konvergieren, so folgt ihre absolute Konvergenz für alle 
s>e+Hl, 


also nach Satz 22 die Konvergenz von 


(3) Se" 


Men 
für alle 

2015 
Es besteht nun aber unter der weiteren Einschränkung 
(4) lege <I11, +4, 


wo A konstant ist, der 
Satz 23: Es sei (4) erfüllt, (1) für s=o konvergent, (2) 
desgleichen. Dann ist (3) fürs=o en konvergent. 
Ich beweise gleich einen allgemeineren Satz, der Satz 23 enthält: 
Satz 24: Es sei (4) erfüllt, (1) für s=o konvergent, (2) 
für s=o’ konvergent, 
e+!>e, 
o’+I1>oe. 
Dann ist (3) für 
a er; 
erbare 
konvergent. 
Gleichzeitig beweise ich den | 
Satz 25: Es sei (4) erfüllt, (1) für s=o konvergent, für 
s=o+r absolut konvergent, (2) für s=o’ konvergent. Es 
sei hierbei 
:>0, 
e+729, 
oe +i>e. 
1) Die Ungleichung (4) folgt nicht aus 





et! a = 1, 

da dies als obere Abschätzung nur bei gegebenem Ö für alle hinreichend großen x 
log <A, +01, 

verlangt. Nach (4) ist jedenfalls 7 > 0. 
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Dann ist (3) für 
eol+etr-+1rl 
+1 





Su 
konvergent. 
Beweise: r darf beim Satz 25 positiv angenommen werden, da 

er sonst nichts Neues aussagt. 

Weder ist Satz 24 für r=r’=|! im Satz 20 (oder fürr=| im 
Satz 25), noch ist Satz 25 für 7’=1! im Satz 20 enthalten, da unter 
den Voraussetzungen dieser Sätze in den betreffenden Punkten keine 
absolute Konvergenz von (1) bzw. (2) zu bestehen braucht. Aber es 
wurde ja beim Beweise des Satzes 20 die absolute Konvergenz von 
(1) mn o-+r bzw. von (2) in 0° + r’ nur verwendet, um schließen zu 
können, daß 


(5) S|a,|e rt — Ofette=e)) 
AnZ% 
bzw. 
(6) S1d,|e"? — Olet+e-o) 
; ÄnZ2 


ist. Wird im Falle des Satzes 24 unter t und r’ die Zahl ! ver- 
standen, im Falle des Satzes 25 unter r’ die Zahl /, so bleiben (5) 
und (6), also damit alles Folgende richtig; nur muß man hier (6) so 
begründen (und (5) entsprechend): Da (2) in s= o’ konvergiert, ist 
u, = 01), 


n 


Sb Be Sb, ein 
n. | 
A, S% 


',S% 


(7) er Oder 9. 


An SE 
Nun ist nach (4) die Anzahl der }, <x 
(8) oe"); 
denn (4) liefert für alle ganzen n>1 
(9) len z, 


also für ganzes positives 


Yazere® 
i' A 


Be 
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Aus (7) ergibt sich | 
1. für 0 — oe > 0 unter Benutzung von (8) 


Z|d,|e rt - Olew-a 1) 
A,S% 


Art 

Ende: Ole der) 

= O(et+e=0), 

2. für 0 — e<O unter Benutzung von. (9) 


x logn(e'—e) 


ıb, let = 0 Ne' 


mn 'n=*? A, 3% 
SE 
7 On ’ 
- AnZr - 
also nach (8) wegen 
et 

> | b, | EN (e'*) 

A],=% a‘ 
— Oferti+e'- 9), 


Damit sind die Sätze 23, 24 und 25 bewiesen. Sie gelten z. B. 
für den Spezialtypus 
.4,=logn, 
wo 


| 


ıst und von welchem in den ersten fünf Büchern allein die Rede war. 
Nun sei die A,-Folge wieder beliebig (A, <A lim}, = ©). 


n=x 


n+1? 


$ 217. 
Weitere allgemeine Sätze. 


Satz 26: Wenn zwei Reihen 


a) De A 


und 


(@) Ip,-B 
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konvergieren und nach der A-Regel 
In za > & PB 
AytAm=r’n 
Sm=Ca) 
gesetzt wird, so existiert 
lim, (Omas 
0 
und ist 


Beweis: Es werde 


—<: RS B(«) 
gesetzt; dann ist 
Ok) = Pin 
Ay+An=S% 


= > 0 > Pr 


Seh Ause-h 


(8) 0 3 sBa-h); 

IST FL 
die Summe kann auch ruhig über alle / bis oo erstreckt werden, da 
für ©&—4,<A, der Faktor B(x — },) Null bedeutet. Im Falle A, > 0 
kann sie einfach bis x erstreckt werden; A, kann jedoch auch negativ 
sein, was nichts wesentlich Neues er aber einmal angenommen 
wurde Ans (3) folgt weiter” für > 94, 


Jona - [> 5 «By—})dy 


, 


IPA 0 Sso- mar 


= >] Bd 


I, 22 —- Aı 





1) Die beschränkten und abteilungsweise stetigen Funktionen, die jetzt auf- 
treten, sind wegen dieser Eigenschaften integrabel. 
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Andererseits ist 


x—4 2 —/ı 
SAW B(a — y)dy - [ ZuBle —y)dy 
2 RR 


4 
- 2 u/ Bla—y)dy 
4,sa-h 2 
x—Ä4, 
- I 0/ Blu)du 


Daraus folgt 


x 2-2, 
(4) u Cy)dy= A(y) B(@ — y) dy. 
Nach Voraussetzung existieren 
lim A(x) = A 
und er | 
lim B(x) = B. 
Aus a 
A(y)B(@«-y)=AB+(AW-4A)B+4A.(Ba=y—B)+ AQ—-A)\Ba=-y—B), 


x —4ı 


SAWDB@ - Way= AB-(@— 24) + Bf(AW- May 


=—4] x — 4 
+ A (Ba — y) — D) dy art (Ay) — A) (Bi@e — y) — B)dy 


folgt, da offenbar 


[Ay - A)dy=o(e), 


4 


x —/, 
I (Ba —y) — D)dy= o(k), 


x—4, 
SAW — 4) (Be — y) — B)dy= 0o(e) 
ist, 


x — 4, 
- lim [ Ay) B(@ — y)dy= AB 
x=0 1; 


x 
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und deshalb nach (4). 
lim Sc dy=AB, 
27, 


er 
tim if C(y)dy= AB. 
AFSERO 
Satz 27: Wenn (1), (2) und 
(6) Sy0 


n=1l 
konvergieren, so ist 


PER 


Beweis: Nach dem vorigen Satz ist wegen der Konvergenz von 


(1) und (2) | 
lim z [Om - Qdy-AB- 0 


Da nun nach Voraussetzung 


ey) = C+o(1) 


ist, so ist 
Br 
Jim „ [lCo — Qay=0 
AB—-(C=0, 
GAB, 


Wenn also insbesondere in einer Halbebene 6 > n zwei Dirichlet- 
sche Reihen 


(6) > ae ’r" 


n=1 
und 
1,8 
(7) Sb,e h ’ 
n=1 
sowie ihr Dirichletsches Produkt 
Sao 
n=1 
konvergieren, so ist dort 
(8) DH u DEN DIN 
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Wenn die beiden Reihen (6), (7) eine absolute Konvergenzhalb- 
ebene haben, folgt dies schneller durch funktionentheoretische Schlüsse: 
Weil in der absoluten Konvergenzhalbebene (8) richtig ist, muß (8) 
für 6>n richtig sein; denn beide Seiten ‚stellen dort; diesel@e ana- 
lytische kon dar. 

Satz 28: Wenn (1) und (2) konvergieren, ferner 











ist, so konvergiert (5), und (was jetzt nichts Neues besagt) 
es ist 


G=4B, 


Beweis: Es ist nach Satz 26 


AB lim, I Ir dy 


- lim —; Dar a 
= in Do 
= lim ( C(«) — = Be, 


Nun ist nach Voraussetzung 


In’ wel, (v, Sr v„-ı) 


also 
PIAZ Fr o(W, I“ 2 
i cr 0%), 
folglich 
AB = lim O(&), 


was zu beweisen war. 
Durch alle diese Sätze wird nicht die Frage beantwortet, ob viel- 
leicht das Dirichletsche Produkt zweier für 6 > n konvergenter und 


$ 218. Hilfssatz über die Gammafunktion. 167 








ein absolutes Konvergenzgebiet besitzender Dirichletscher Reihen 
stets für 6 >n konvergier. Um das zu beantworten (und zwar ne- 


gativ, bereits beim Typus A, =logn), muß ich im nächsten Kapitel 
weit ausholen. 


Dreiundsiebzigstes Kapitel. 


Eine spezielle Eigenschaft der Zetafunktion mit Anwendung 
auf das Multiplikationsproblem. 
8 218. 
Hilfssatz über die Gammafunktion. 
Hilfssatz: Es ist bei festem 6 


lim ne. — Van. 
=® es 0 


2 
e 


Ubrigens wird hiervon nur 
ze 1 


ee en 
Te +1) = 0le Sr 2) 
gebraucht werden. 
Beweis: 1. Für 6=0,t>0 ergibt sich 











ER . 7 
e —6& 
RNIT EEE Lu 
N | A 
ERDE = 3%, — 27 
nt Er gr) 
ar 
F _eo mt? 
. 12) |? 
ua a a 
. IT| 
Ba 2 == V2n. 


Bee 


rare 
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2. Um die Richtigkeit der Behauptung allgemein zu zeigen, ist 

es hinreichend, festzustellen, daß 
lim IT(o+ti)| 
ERTL 





ist. Dann folgt durch Multiplikation dieser Gleichung mit der voran- 
gehenden die behauptete Grenzbeziehung. 





Es ist 
No) es] [A e: .) * 
SE: sie 0 ER 
108 ( )TTG#s) N 
net 
er 
=$ EEE, 
n=1 (14) 
also für t>0 
Er ee 
Z l 1\-0 
T(6 er Er z. II AA (1 Y = 
HH 


6 


(1) log FarH —-Rlog(1 +) + IR log (1+ Er log (1+ 2) 





Andererseits ist für {> 0 











m 1-+ - } 
E Eat I\G - ns 
“rl (y ZA) 1 m+ı 
 bk+-m+1 
ei ERST 


(2) 
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Rlog (ti) +Nlog (1 +; 5) + D(#g(i+, a) log (1+2))= 0, 


slogt+N (6 log(1 + 4)) + In (6 log(1+ +) log(1 = ") —=(, 
also nach (1) und (2) 


IB er = Ro (1 +) Rlelog(1 +7) 


+ 1 DI (1 ae — 6 log (1 L en) 
(3) - 3 D’(Ig ren .) - log (1 ee) 


Für {> Max.(|o ‚,1) kann hierin bei jedem » > 0 gesetzt werden: 
J Zu 8 
6 6 1 6 2 
log (1 a a) ren 2 sd ag 
4 1 t 2 
log (1 + Feier he m Am che 


Für |y|<3 ist nun | 
lgli+y)-y|iz 














yo 
241%) 


s |yl 
Für £> 2 Max. (\6|,1) ist also bei jedem n > O 


Ka [s| 
og ( Be, )—olog (1 +...) Set 


ERReN 1C 


En? 











also 





| ftoe(t + 4) Ir 
n=0 ; Nn=Ü 
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Die rechte Seite hat hierin für {= oo den Grenzwert 0, da 


© t 2) 
1 1 1 
Dre Dem 
n= n=V0 n=t+1 


| 
m 
Sas: 
a I 
u 
> 
Fr 
lr 
er 


| 
en 
_ 
| Hm 
en 


ist. Nach (3) ist also 


u log, Be —() 


|T(c-+ti) % 
IT6+t9| 
a ide) > 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Zusatz: Ein Blick auf den vorangehenden Beweis zeigt, daß in 
jedem Streifen endlicher Breite 6, <o<6, die Gleichung 
lim FE _ yo 
t=® nr 0=— 


9 
a A 





gleichmäßig gilt. In der Tat ist es nach den obigen Entwicklungen 
ausreichend, festzustellen, daß für 6, <6o<o, gleichmäßig 


lim log | 9 | _ 


Pre ı I(c+to) | 


ist, und dies folgt aus (3) und der für £t>2 Max. (|o, |, |o,|,1) gültigen 
Relation (4). 


Speziell ist also für 6, <o<o, gleichmäßig 


Is +ti)= ol), 


S 219. 
Hilfssätze über Dirichletsche Reihen vom speziellen Typus. 
Erster HilfssatzU: Wenn 


= > Am 
f(s) 7: m? 
n=1 
für 6>« konvergiert, so ist bei festem 6 > « 


fo+ti)= ol). 


1) Dieser Hilfssatz wird später als Satz 43 über allgemeine Dirichletsche 
Reihen wiederkehren. 





$ 219. Hilfssätze über Dirichletsche Reihen vom speziellen Typus. org! 











Beweis: Es ist, 


o=a+d (d>0), 





0) 
n=1 N 2 
gesetzt, 
S@)= 00), 


also für t>0O 
fie +ti)=fla+d+ tr) 


I, By (N) — BZ 


t 
= ee h 


t 
er ERS BG SUB 
> werd T + . Sf Ir ti 4 


ei +? 














a -03 Be + — 


n ee 


) + 0(£) 
R 5 +08") +0(r?) 
n=1 „2 \ 
t Rh 
- 03 + oe). 
n=1 „2 


Hierin ist für 0 <ö<2 


für d >2 a fortiori 


also ist jedenfalls 


floo+t)=o(l). 
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Zweiter Hilfssatz: Wenn 


27 
DET 
n=1 
für 6>« konvergiert, so existiert für jedes feste 6>.« der 
Grenzwert 
EA 
Im, [fe +ti)dt - 
und ist =q,.. | 
Beweis: Da f(s) auf der geradlinigen Strecke von 6 — wi bis 
o+ vi (®>0) gleichmäßig konvergiert, ist 


— (0 n=1 —-w 
En 0) 
A ; 
Zu >= e-tilogn dt. 
RW 
a I —wW 


Hierin ist fürn =1 


a 











) (62) 
fereai ars fa: 
e 
— (1) —-(0 
— 20, 
fürrn>]1 
[67] 
e »ilogn x erilogn 
e-tilogn dt Zu 5 
— tlogn 
== (0) 
3 1 1 
log n n® i NT wi)? 
also 


oo . x 


[#7] 
s+tl)d=2aw DI In De 
fr = ) 1 Ex - nt @iloon : n?’=®']ogn 
n= n 


N 


Nun ist 





oo 
5@n — 
>, n’logn 
n=2 
eine für 6 >« konvergente Dirichletsche Reihe; also ist nach dem 
vorigen Hilfssatz für unser spezielles 6 bei wachsendem ® 





oo 


a, 
Bi er 0(®) 


n=2 
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und aus Symmetriegründen 





folglich 
Si + ti)dt = 2a,0 + 0(w), 


lim; fie + nat =. 


Folgerung: Wenn für ein o>« 
limfo+tmW)=L 
existiert, so ist er 
L=4. 
In der Tat ist alsdann 


Ka Ste +ti)d= 


ww=X 


8 220. 


Beweis, daß das Produkt zweier in einer Halbebene 
konvergenter Dirichletscher Reihen vom Typus }„=logn 
nicht stets in derselben Halbebene konvergiert. 


Wir betrachten speziell die für 6 > 0 konvergente Reihe 
N 1 1 1 
RO ee 


‚und dürfen schließen: Falls es wahr ist, daß man zwei konvergente 
Dirichletsche Reihen vom Typus A, =logn im Konvergenzbereich 
multiplizieren darf, so darf man dort beliebig viele multiplizieren, 
also z. B. jede in die Ste Potenz erheben; es wäre also speziell, wenn 


ZELLEN! 18) 





oo x 
4, A, 
1) a ist konjugiert zu Pa TEEN und =] 
n log n N log n N-I0OEN 
n=2 er m—=s3 


konvergiert ebenfalls für 6>.«. Natürlich ließe sich unter den Voraussetzungen 
des ersten Hilfssatzes gleich direkt beweisen: 
fo -m)=olt). 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 50 
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gesetzt wird, diese Dirichletsche Reihe für 6 > 0 konvergent, also 
nach dem ersten Hilfssatz des $S 219 


r(, + ti) = o(f) 








wegen 
3_H 3 
TE en 
wäre also 
3 
(1) (+) = o(#). 
Nun ist | 
> 
t(1-s)= an, 18) cos —£(8), 
also, | 
cu 1 ” 
s= 4 +tı 
eingesetzt, 
3 Br: 2 Er .\ zz /1 1 1 : 
36: — Ei) = Ber Pi, I(z + Ei) COs (3 (7 + ))Elz + ti) . 
27)* 
Hierin ist 
Amt 


nr, + bi) = o'. wen 
außerdem - 
cos (1 n. )) — = N = er ® ) 
= ol‘) 
und — per absurdum — nach (1) 


(+6) - o(®). 


(6) = (>), 


Es wäre also 
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folglich auch 
x: 
+) 0), 
le 
und, 


(1 — 2°7)8(8) — g(8) 


a 9% + 1) —= 0. 


gesetzt, 


Nach der Folgerung am Ende des vorigen Paragraphen müßte 
also der erste Koeffizient in g(s) den Wert O0 haben, während er 
—1 ist. 

Damit ist die Unzulässigkeit unserer Annahme bewiesen. 


50* 


Vierundzwanzigster Teil. 


Ein Mittelwertsatz. 


Vierundsiebzigstes Kapitel. 


Der Satz im absoluten Konvergenzbereich. 


g 221. 
Beweis des Satzes. 
Satz 29: Es seı 


(0) - Ih, 
n=1 
füro=ß und 


für 6—=y absolut konvergent; dann existiert 


2 1 = ; ; 
im 5 [16 +t)gy — ki) dt 


und ist 


x 


We S —71,(B+ 
y », C, e 5 \ N, 
Nn= ” 


Das enthält nicht den zweiten Hilfssatz des $ 219, wohl aber 
seinen Spezialfall mit einem o, für welches f(s) absolut konvergiert; 
denn man hat ja nur im Wortlaut des Satzes 29 


f(s) - > =, 
98) —1 
1 


rt 
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zu nehmen, d. h. ya 1% n 
r ’ 


6, = 
es 


c‚=0 fürn>2. 


Übrigens bezieht sich der Satz 29 auch auf den Fall, daß o = ß 
oder 6 = y Grenzgerade absoluter Konvergenz ist, wenn nur die be- 
treffende Reihe dort absolut konvergiert. 

Beweis: In der BorpeneHe 


FB+E) IE — Ei) I DD,0,0 BORLFRTH 


a 


konvergiert die Summe der absoluten Beträge, und zwar gleichmäßig 
für alle t, da ja 


Id, Cme 
ist. Daher darf 


ne) I), C, BD en e Amy Am An)ti 


= lum=ıt 


> 
nzm 


ern Amy-t)ı __ Anß | — Amy 
e FACE 


geschrieben und für © >0 von t=— o bis =» gliedweise inte- 
griert werden: 


Sr +t)gy -t)dt= 2o It, N 


EISEN e etnf e’mr | em in) qr: 


Y) 
e 
1 — 


wegen der für n2 m gültigen Formel 


w 


| ; iii fo r 1 — (em = Ami _ g= Gm In) on) 
m n 


2 sin (wo (A, — A,„)) 
hm Ey An 





— it) 





ıst daher 


- , An(P+y) 
1 Sre+Wo@-wa- 20,00 Y. 





) oo fi I 4 ) 
x N 5 ne AmY sin (@( m au 

I n6n® @ (An 
nzm 
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Die Doppelreihe auf der rechten Seite ist für alle » > O0 gleichmäßig 
konvergent, da stets | 
| sin (oA, —,)) 


ol AN 


m n 








ist und 
© © Br, Bar 
ZZ "lol 


konvergiert; ferner hat jedes Glied der Doppelreihe wegen des & im 
Nenner für ©= 00 den Limes 0; daher hat die Doppelreihe für 
© = 00 den Limes 0, und es ist, wie behauptet, 


BR ee \ -A,(@+Y) 
Nm 4, [16 + 1906 at he 


Die linke Seite ist gewissermaßen der Mittelwert der Funktion 


fB+tE)gP — ti) 


für reelle #. 


8 222. 
Spezialfälle des Satzes. 


Satz 30: Es seı 
f(s)= De’ 
s=1 


füro=Pß und 6=y absolut konvergent; dann ist 


: 1 ! ! x a 
lim, re +) f(y — ti) dt = Dbie mern, 


Beweis: Man setze im Satz 29 
C, Po PD 
9(s) = FB). 
Satz 31: Es seien 


(a Ines‘ 


nl 
und 


D} 


© 
g(8) = Se 
N 
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119 








für o=ß absolut konvergent; dann ist 


1 4 , € = ne 
lim N f(B + Ei) ol — ti) dt = >», Re. 


—1 58) 


Beweis: Man setze im Satz 29 
BD: 
Satz 32: Es seı 


(= Ib,c 
n=1 


füro=ß absolut konvergent. Dann ist 


im -,. } x Ver, 
im, Ira +9 a=2 B. |Te rl 
Beweis: Man setze im Satz 31 
ib, 
dann ergibt sich 
r 1 5 : © ee 
tim If re as tö)g(ß wi ti) dt - bh. np 
also wegen 


fB + td)glB — ti) I I me 
n=1 


= |f(8 +) 
Km 2, f Ira + 19 Pat - Din, re 


Beispiele: 1. Wenn bei Satz 30 
4 1 
f(s) = 26) 
n=t 
gesetzt wird, ergibt sich für $>1, y>1 


Bin ENıum) 
En. 1) um ET er 


mom 
PIE 


780 LXXIV. Der Satz im absoluten Konvergenzbereich. 














wo g alle quadratfreien Zahlen durchläuft, also 


LI + E 
ER EEE, 


En 


Le I 
&(2P+27y)’ 





speziell (y = ß) für B>1 


BE a ElaD). 
: Im af ar = gap 


2. Wenn bei Satz 30 





nl 


gesetzt wird, ergibt sich für $>1, y>1 


Set S@P+2Ei) $Ry— 2ti) (A (m))? 
SErr I He) Ei) a), net? 








WWZEX 








Se 
—- ner 
= &(B--+ Y); 
speziell (=ß) für $>1 
R s@aß+2ti) |? „, _ 
inf | = 82). 
3. Wenn bei Satz 30 
f(s) = $(s) 


© 
1 
ee 
n=l 
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gesetzt wird, ergibt sich für ß$>1,y>1 


ne +)Ep —ti)dt en 
=&(ß+Y), 











speziell („= Pß) für B>1 


lim 4 [188 + torar= 22) 
4. Wenn bei Satz 30 allgemeiner 
fs) = 8" Ks) rn) 


[e 0] 
(— 1)" log’n 
ns 





nl 


gesetzt wird, ‘ergibt sich für B> 1, »>1 und zwei gleiche oder 
verschiedene Werte v,, v, des v 


a ER ! = (— 1)" 72 ]og’ı *”2n 
lim 4 [ ewiB + £i) ey —t)dt= 2 Bi, 


[03] 
Eee R n=1 





163) 


ER I, 
speziell , u, =v, y=-ß) für ß>1 


tim 4 [ 1em@ + 1) Bar = gan(ap) 





Fünfundsiebzigstes Kapitel. 


Hinreichende Bedingungen für die Gültigkeit des Mittelwertsatzes 
außerhalb des absoluten Konvergenzbereiches. 





S 223. 
Hilfssätze. 


Es fragt sich nun, unter welchen Voraussetzungen das durch 
den Satz 29 festgestellte Gesetz 


Mittelwert von f(ß + i)g(y — fi) I Dhc.er An(+Y) 
nt 
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auf den bedingten Konvergenzbereich einer Reihe oder beider Reihen 
ausgedehnt werden kann. 

Bei den Untersuchungen dieses Kapitels mache ich über die A, 
folgende einschränkende Voraussetzung: Es ist bei jedem d > 0 


1 Var) 
1). 27. = ONE, 
ee 
Die A, sollen also nicht zu dicht aneinander liegen. 
Für \.=logn, 


d.h. für Dirichletsche Reihen im engeren Sinne, ist diese Ein- 
schränkung (1) gewiß erfüllt, da alsdann 








a Le 4 
ee 1 
aal N = 
Sees; 
— O(n) 
er; O(eleer) 


are 
ist. de 
Zur Orientierung möge zunächst eine Eigenschaft soleher Fol- 
gen A, entwickelt werden. 
Hilfssatz 1: Es ist für festes &>(0 und ganzzahlig wach- 


sendes m LER 


eve 


und 


oo 


Ep „du == 01). 


Am+1 
Beweis: Die Konvergenz des bis u—= wo erstreekten Integrals 
ist evident. 


1. Die Zahl m sei gleich so ‚groß gewählt, daß 





g f b Ami 2 hy 
ist. Dann ergibt sich 
Am-ı Am-ı-1 An-1 
grus eu: gus 
ante , Pe” 2 per)” 
dı 4 im-ı-i 
Au-ı 71 Ami 
1 (A -1)e du 
CE HUEE age 
> NE ze il 5 Am —Uu 
fı Im-ı7-1 
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m m—1 


re 
—ue 80 Im—1® m ee 
<f: du + ee log BRETT 





1 -iıe ep 'm-18 1 : 
8 | RR log(1 r De) 
Nun ist nach (1) 





also 





le), 


Ten 
1 A 
log(14 Fr de (&m-1°). 
m I 


Daher ergibt sich 
2 




















m—1 
en" dl 01) iR Ole” Ani ) 0 (en-1°) 
lau 
4, 
SE PJERR 
2. Es ist 
© Am+ırti © 
eus gus ev 
A 2. 0u 2, u 
et u— hm 
Am+i1 Be Amzırtl 
Am+ıtt x co 
4 & du 1. 
<e nr = zen 
; U— hm ee ht 
Am+i1 Am+ırl 
< ee 'm+1°]og ae re + eusdy 
m+1 Am 
41 1 
2% Zee! + u +01) 
m+1 m 
A) j 
— Ole 'm+1°e m‘) + O(1) 


N afany 


Wir gebrauchen außerdem bald den 
Hilfssatz 2: Es ist für o>0, 220 


ftierar Er = 
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zti 
Jüerar- i— = 1 feraı, 


[62] u) 


e:»? pw 1 ‚ 
füierat _ 02° 2 2 fe 


— (v) — (tl) 











Beweis: 








[69] 
ı f | 
/ tie'dt | <o 
— (tv) 


40 
12] 


at, 


12] ı2| 


S 224. 
Vorbereitende Sätze über Dirichletsche Reihen. 


Es möge jetzt eine Anzahl von Sätzen über Dirichletsche 
Reihen vorausgeschickt werden, bei denen die A, durchweg die obige 
Bedingung (1) des $ 223 erfüllen sollen. 

Satz 33: Es sei 


KO 
n=l 


für 6>a« konvergent und für 6>«-+r absolut konvergent, 
wo r>0Q ist. Es sei eine feste Zahl d>0O gegeben. Dann 
ist für | 


ee +öd<o<ea+rH+b 





gleichmäßig ? Ri 
fi) = le + ti) 
0—a—d 
1— 
— ol h % 


wo sich die Abschätzung auf positiv oder negativ unend- 
lich werdendes # bezieht. 
Anders geschrieben: Für «+d<6o<a+r+d, |t|>1 liest 
der Quotient ir) 
0-a—d 


ne 
K2 











1) Übrigens wird bei den Sätzen 33 und 34 von dieser Bedingung noch 
kein Gebrauch gemacht. Falls 
x logn 
lim sup —— 
n=® n 


endlich ist, kann r im Satz 33 jedenfalls jede Zahl >27 bedeuten. 


— | 
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“unterhalb einer absolut konstanten, d. h. von 6 und t unabhängigen 
Schranke. 


Beweis: Der Satz bedarf natürlich nur dann eines Beweises, wenn 
die Reihe nicht schon für 6 > « absolut konvergiert. Es sei 


y=yW) 
als ganze, mit stetig wachsendem || > eı” unendlich werdende Zahl 
durch 
log |t 
(1) un, 
definiert. 
Wenn 


x 2, («+$) 
% 


= 5(n) 


gesetzt wird, wo also nach Voraussetzung 
Sn) = O() 
ist, so ergibt sich für 6 >« +6 


BE 
S lartn RE 1 (0-0-5 +1) 
f()= he -- N (SW) —S(n—1))e 


n=y+1 


I, ei Ly we ar a len) 


n=y+1 


/ 
Yy £ = : 2 
— Ip, "et ı (o-a-5+ti) B> swf e RN 


n=ıl 


d \ 
1,41 (0-@-5+ti) 


ne L , 


er 
Al a arm 


Y © 
os Sie" +lo-eIHul I SW) n 
= n=Yy- 


7 


63 


a a] 
Für 
e +6 <So<ea+rT+0 


ist also gleichmäßig 
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Op >», line of fe“ ) au) ar oe 


Ay+1 











y 
-0D>b 
n=]l 


=] A n | 
„le n(@ +7 +0), „a+tT+o 7120 DE en 








/y(@+T+d-o0) < 
Y 
— o(e DER 


m 


4 
—4,(@a+T+6) u. 2 
e +0 ee 
2 . 


3 | © d 
A,(@e+T+d-0) x, —4,(@+r+06) 4, I-t— — 
— o(e* DIDI ) + o(idle il‘ ) 


n=i 
Loge 
“ Or sr of ah 


ei ö-o0) ’ 4 -—a—d 
2 Ole” +7+ Ay olizle y+1l-«@ ); 


folglich nach (1) 





f(s) = N * ofie * u: 
Bar>0 00 FABEL. 
-ogel "rag ©) 
O-&-) 


1 = Tg 
= (1 ); 
was zu beweisen war. 
Satz 34: Die Reihe 
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157 





sei für 6>.« konvergent, und ß sei >« und fest. Dann gibt 
es zwei positive Größen Öd und A derart, daß für alle ganz- 


zahligen n>1 
| I'd,e-%#| < Aertn® 


vn 
1st. 
Beweis: Es sei 


Su=V, 
' gesetzt wird, ist also z 
lim V, = 
und für alev=1,2,--- 
IN,I<B, 


wo B von v unabhängig ist. Es sei 


ee Fe rd): 
dann ist 


ven 


Sv,s, = Ir, De Kae 


70 > Kate, = 2) 17 ER 


v=n+til 
[ee] oo 
| 
url (ne), 
ven v=n+il 


<2Bbs,. 
Wird dies auf 


angewendet, so ergibt sich die Richtigkeit des behaupteten 
denn, 


gesetzt, ist 


Satzes; 
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Satz 35: Die Reihe 


x 


f()- Db,e'"' 
hl 


sei für 6>« konvergent; ß sei >« und fest. Dann ist für 
ganzzahliges m > 1 


[69] 


1 7ER _ 
Im, Al: Bad f(B+ ti) dt= b, ‚e Am 
und zwar konvergiert der Ausdruck hinter dem Limeszeichen 
gleichmäßig für alle ganzzahligen m >1 gegen seinen Grenz- 
wert. 

Beweis: Es werde 

Db,e””—=K(n) 

gesetzt, und es seien zwei positive Größen A, Öd nach Satz 34 so be- 
stimmt, daß beständig 
(2) |K(n)| < Ac*® 
ist. 

Für ganzzahlige v, w, ww w>2v >1 ist, ergibt sich 


Iv,c "tt? I(Kn)— Kn+1))e 


n=v n=v 


= I Kine" — er") + K(w)e*"— K(w + 1)e 
n=v-+1 


An 


= ES K) uf e" "du + Ko)e*" — Kw+ 1)e«*. 
n=v+l1 


An—1 


Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit e’='' und Integration nach 
ti von —o bis ©, wo © >( ist, 


w 


An 
a er = — N Kln) du [rien "at 
iO n=v+1 
(3) m 2 An-ı -v R 
+ Ko) na Kw+Df em tige, 

Es werde nunmehr vorausgesetzt, daß m nicht dem Intervall v 
(inkl.) bis w (inkl.) angehört, d. h., daß entweder m <v oder m > w 
ist. Dann ist sicher bei jedem Integral in der Summe rechts 


Am eV; 
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der absolute Betrag des allgemeinen Gliedes jener Summe (die im 
Falle = v Null bedeutet, d. h. nur für w>v auftritt) ist daher 
nach dem Hilfssatz 2 des vorigen Paragraphen 


Sen" ar 


0 





An 
<Em)| 1J du 
AO 


u d 


Ani 


jedes der beiden letzten Integrale in (3) ist absolut genommen 


< fa 


— 20. 
Daher ergibt sich 


fe Di A, BES ON En ne Ko)|o+2 Kw+1)o, 


=vo+1 


also nach (2) 


u) 


ak Ay Di. Zn era <2ad 


An 
Pe, “fe ART er! 





n=v+1 Be 
, d An 
v+19 #19 du BR 
A ea 2 ee s ur 2Ae 
n=v+l1 RER = Ä 
weh: < R- . 
DM, hi REN UT De 
37 n=0+137, | An — ul 
2 Kl u ee 
, 2 
(4) Ne N Be 
An ul 
4, 
Hierin ist wegen der Annahme, daß nicht 
| v<m<sw 
ist, | - 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 51 
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U 
Ss Fu 
Am+i1 


wo im Falle m=1 das Au Integral rechts 0 bedeutet; nach dem 
Hilfssatz 1 des vorigen Paragraphen ist also 


A ZEN 


e Br | 
(6) IR <A 


wo A, von m, v, w unabhängig ist. Aus (4) und (5) folgt daher 


6 
| 1,2 
E 2a Am Mi n(P+ti) dt rUAE 2 a. 2 Aen? 
5 ae n=v 
Be 
(6) < Ae > 
wo A, von ®, m, v, w unabhängig ist, wofern eben nur nicht 
v<m<sw 
ist. 
Diese Relation (6) gilt auch für = 00, wofern eben nur nicht 
v<m 
ist, d. h. wofern 
m<v 


ist; denn wegen der gleichmäßigen Konvergenz von 


By 1, (P+t) 
N 


n=v 
für -—o <t<so ıst ' 
1 pl —/ Fi . 1 hi i _ ; 
cp € met Di.e nur dt = lim en e mi v8 An (+33) di, 
8% =v w=® se n=v 

also 

| 103) R“ | SH 6 

1 2 i ER A v B 

(7) | le m" Ihe An Pr) dt < Age j 

| n=v 


Es seien r und »n positive ganze Zahlen; dann ist 


r—1 - 
(8) f(ß es Li) Eu Den Zoe, +20 


nzm nzm 
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wo das Glied n= m in der ersten oder zweiten Summe weggelassen 
ist, je nachdem m <r oder m >r ist. Die Strecke von r bis © mit 
eventueller Ausnahme von m ist entweder, für m <r, gleich dem 
vollen Intervall von r bis ©, oder, für m=r, gleich dem vollen 
Intervall von r +1 bis &, oder, für m>r, gleich der endlichen 
Strecke von r bis m — 1 plus dem vollen, hinter r beginnenden 
Intervall von m + 1 bis 00; daher folgt in jedem Falle aus (6) und (7) 


KL; 

ur en 
(9) a fe" >>, mern a <a. 
@ n=r 





Andererseits ist 


| 











| > r—1 r—1 | 
i Fe i 1 _ = ı 
2 e'm! Db,e nr N Ss, 6 Anß Ge An)ti dt 
| 2 n=1i 20 m=i 
In nZzm nZzm ;s | 
r—1 . ' 
IE len. —m)| 
=1 £ An A, 
nZm 
\ 1 > | Pe: 1 
(10) = <| b„.e Ze 
Es bezeichne n, die kleinste der Differenzen 
A — Ads — Ay, in — Ay_ı5 
dann ist in jedem Glied der rechten Seite von (10) 
1 1 
nee N, 
also 
| w | 
r— r—1 
i _ i 17 
ee 3 Dip ee 
| r n=1i 


E 


Aus (8), (9) und (11) folgt 


(0 


r—1 2° 
(12) a Sijo,\e +20 °- 
rn=1 


DIE 


fe eg 1 Hi) di-b, ce ET? + tb) — einer gi 
| 


| 
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Nun sei & eine gegebene positive Größe. r—=r(e) werde so ge- 
wählt, daß ,.g 
Dar, 
ZHSE = 5} 
ist; alsdann werde ®, = ar so gewählt, daß 
51. 6, |er< 
© n= 


ist. Dann liefert (12) für alle © > o,(®8) 


a) 


a ferenp+ ti) dt be m 


—() 





<;+t3; 


= E. 
Da dies gefundene », von m unabhängig ist, ist der Satz 35 bewiesen: 
Es ist w 
. 1 Ati . An 
lim, En flß + ti) dt=b,e "mt 
und zwar gleichmäßig für alle m. 
Satz 36: Die Reihe 
| fo) -b,e "' 
n=1 


sei für s>.« konvergent, und ß sei >«. Die Reihe 


x 
8 


u) Ic” 
nl 


sei für 6=y absolut konvergent. Dann ist 


ur ® ; 
lim 4 [18 + 9@ - nat => ,0,e "en. 
— n=i 


Beweis: Daß die Reihe _ 


konvergiert, ergibt sich ohne weiteres aus 


I, = 0(1) 


n 


und der vorausgesetzten Konvergenz von 


(13) Iioleht. 


nl 
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Es ist nun 
FB + E97 — Hi) In EB + ED), 


also wegen der gleichmäßigen Konvergenz dieser Reihe für - oa <t<o 


(vd 


4fre + ti) g(y — ti) dt I. en 3 je" r@ + ti) dt, 


el 


„re + ti) g(p — ti) dt —Dd,c,e mer? 
mi 
Be. 


DIR er je ERBeedi—d, em P). 


ei) 


Nach dem Satz 35 ist gleichmäßig für alle m 


[62] 


un (55 fer ra +ti)dt—b, em?) —U, 


—.0) 


Wegen der Konvergenz von (13) hat also die rechte Seite von (14) 
für © = oo den Limes 0, und der Satz 36 ist bewiesen. 


8:225. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Um bei den Beweisen Wiederholungen zu vermeiden, beweise 
ich nur zuerst den allerkompliziertesten Satz und leite dann daraus 
die übersichtlicheren Spezialfälle her. 

Satz 37: Die Reihe 


f(e) _Db,e ee 


Boituürs>& konyergent, fürs>«,-r,, wo u>0 ist, ab- 
solut konvergent. Die Reihe 


49) -I,e 
nl 


sei für s>«a, konvergent, für s>,+r,, wo n>0 ist, ab- 
solut konvergent. 
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Es seı Be, 
Y> 0%, 
P—« Y— «a 
KERr 4 ee 14 
Dann ist 


. 1 Ä © x 
Yim 1 (f@ + t)g(p — ti)dt = due 1,.@+Y), 


Beweis: Es darf 
BP<sa+r 
»<gH+1% 
angenommen werden, da sonst die Behauptung durch Satz 36 schon 
bewiesen ist. 
Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen und der Behauptung 
in f(s) und g(s) darf ferner ohne Beschränkung der Allgemeinheit 


,<% 


und 


angenommen werden. 
Es werde nun ein positives e so klein gewählt, daß 


B>a, +8, 
y>W%rE 
und 
P—e, Y 70 1 1 
(1) u 


ist. Hieraus folgt 
B-)+W-)-n=-6-0)+W-w)i-n+F-)(l-E) 
T 


Be ae 
le Er ER 1), Ei (1 a 
2 % 
a) 
= 25., 
4 tutEs=Pß, 
B-4+7-n-e=7 
gesetzt wird, erfüllen diese Zahlen die Bedingungen 
BP + y’ eh 
P>a+tn 
SP, 


Wenn 
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| 














und es ist /(s) für s= ß’ absolut konvergent, g(s) wegen 
m EL) N ED assck Ar mil Fan 
>22 +,-—: 
(2) =WHrE 
> 0 
für s=y’ und darüber hinaus konvergent. Nach Satz 36 ist also 


1 1 r . ; ’ ” n ae 
tim 4 /r@ = ti) g(y a8 ti) dt = be Lt] +Y') 


ES c, ‚en WER 


n=1l 


Der Satz 37 ist also bewiesen, wenn es gelingt, die Relation 
&) im Sr@+ Wow 1) ar /r@ +) — 1)at) 0 


zu begründen. 
Es ist, wenn die komplexe Variable s= 6 + ti eingeführt wird, 
P+toi 
J fi +90 — dat = 3 [19 +7 — Has, 
P-wi 
wo das Integral geradlinig zu erstrecken ist. _Der Integrand stellt 
eine für 


(4) EL EN N 
reguläre analytische Funktion dar, da für diese s 
a <6 
und 
a <ß+ry—6 
ist. Die Gerade 
op. 
gehört dem Streifen (4) an, da 
u <P 
und 
Beer 
Dep 05 


ist. Nach dem Cauchyschen Satz ist also, wenn über das Rechteck 
mit den Ecken ß + wi, ß’ + wi integriert wird, 
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P+wi f+wi '— wi 
os +r- ae Sros@+r-9ds+ oe 
BZwi '— wi P-wi 
EA 
+ [Faß + 9 — 9ds. 
PB +wi 


Die beiden horizontalen Rechteckseiten haben die Länge # — ß. In 
den beiden letzten Integralen ist also die Länge des Integrations- 
weges von ® unabhängig. Ich werde zeigen, daß der Integrand in 
allen Punkten des Integrationsweges gleichmäßig = O(o”) ist, wo 
®< 1 ist; damit ist die Relation (3), also der Satz 37 dann be- 


wiesen, da 


from +Y9— S)ds _ [re +ti)g(y — ti)dt 


ist. 
Der versprochene Nachweis der für PSoZPß gleichmäßig 


geltenden Relationen 


(8) fle+ og +y—0—mi)- Ola”) _ (F<I) 
und | 
(6) | flo - oi)g + Y— 0 + wi) = O(w) (#<1) 


wird folgendermaßen erbracht. 
Es ist nach Satz 53 gleichmäßig für a te<o<a+tu+ts, 
also a fortiori für B<o<Pß' 


( ei) 
fe Eo0)=.0\arı are 
ebenso ist für te <ß+y—-6<ak,+r+t 5, also a fortiori für 
v<ß+yr-eo<py, dh. für B<o<P nach Satz 33 gleichmäßig 
Brıraen .) 
 erle S je 
Im Intervall B<o< Pr ist also gleichmäßig 





( „_Ia SPrrY=®E un (=+4) 
fo £oi)g PB +y— 6 Fwi)= O\w a a nes ) 
Nun erreicht die lineare Funktion von 6 im Exponenten rechts ihr 
Maximum des Intervalls  <o< ß’ in mindestens einem der beiden 
Punkte 8 und ß’; sie hat für 6= ß den Wert 

2 144), 


T, T, T, 
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der nach (1) kleiner als 1 ist; sie hat für o= ß’ den Wert 
N ie ee re 1 1 Tr 6; 1 1 
Se ee EEE EZ LWEN) 





T, T, T, Te T, 1% Fa 
der nach (2) 
B’— « B 1 1 
an) 
BT 


T, 


| 
ist. 
Daher ist ein solches 9 < 1 vorhanden, daß die Relationen (5) 
und (6) gleichmäßig für  <o< ß’ gelten, womit nach dem Obigen 
der Hauptsatz 37 bewiesen ist. 


$ 226. 
Spezialfälle des Hauptsatzes. 
Satz 38: Die Reihen 
fi) In," 
und 2 
98) -> ER 
seien für s>« konvergent, für s>«a+tr, wo r>O ist, abso- 
lut konvergent. Dann ist für 
P>e, 
r>8%, 
De lyel>T 


; 1 ; R & E = 
tim 4 | IB + 90 — dat = Di, ern. 
— n=1 


Beweis: Man setze ın Satz 37 
ra 
Den v 
Satz 39: Es seı 
N log n 
limsup et 


N.==08 n 
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positiv und endlich. Die Reihe 
Key Due . 
n=1 
sei für s>a«, konvergent, die Reihe 


a) = I," 
n—ı 
fürs >o,.. Dann ıstalur 
P>a, 
Y> 0a, 
B-a)tW—-@)>| 


ano + t)g(y — ti)dt >, „eo me+n. 


n=1 
Beweis: Man setze in Satz 37 
u=% el 
Satz 40: Es sei 
lim sup en "=l 


n=x Se FR 


positiv und endlich. Die Reihen 
fi) -Db,e" 
und EB 
ae 
seien für s>« konvergent. Dann ist für 


B>a+- 


lim ro + El — ti)dt Di, 0, Pr 


Beweis: Man setze in Satz 39 
el =E, 
y=P.- 
Satz 41: Die Reihe 


fc) = Dr er n® 
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sei für s>« konvergent, für s>a+r, wo r>0O ist, absolut 
konvergent. Dann ist für 


B>a+, 


tim / 17@ +1) Ba = DIn, 
—w rl 


Beweis: Man setze in Satz 38 


2 .—21 
e np 








= 0 
ee 
Satz 42: Es seı 
limsup- 2” =] 


positiv und endlich. Die Reihe 
I Zi 
n=1 
sei für s>« konvergent. Dann ist für 


B>a+t- 


. 1 te . < 2 —22,| 
lim [Ira rer) dt - > 1b, | ie 
En) RT 


Beweis: Man setze in Satz 41 


T=|I 
oder in Satz 40 
ee) 


n N“ 


Sechsundsiebzigstes Kapitel. 


Mittelwerte bei S(s) auf dem Rande und außerhalb des 





Konvergenzgebietes. 
STZDT. 
i % : 1 Glas) zn 
Die Dirichletschen Reihen — und =—— für 0 =|1. 
Ss) S(s) 


Ich werde jetzt bei &(s) feststellen, daß alle vier Formeln am 
Ende des $ 222 für gewisse ß,y gültig sind, die nicht beide > 1 sind; 
bei den beiden ersten Formeln werde ich es für ß>1, y>1 beweisen, 
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bei den beiden letzten für solche ß, y, welche die Bedingungen 
B>-3,r>-y,ß+»r>1LPB=]1, y=+L1erfüllen. Bei den beiden 
ersten Beispielen handelt es sich noch um den Mittelwert einer 
Dirichletschen Reihe; aber die im vorangehenden bewiesenen Sätze 
sind nicht anwendbar, da man von der Geraden o—=1 zwar weiß, 
daß die betreffende Reihe auf ihr konvergiert, aber nicht, ob jene 
Gerade die wahre Konvergenzgerade ist oder nicht. Bei den beiden 
letzten Beispielen wird es sich sogar teilweise um vertikale Geraden 
o=ß und 6=y handeln, auf denen die betreffende Funktion gewiß 
nicht durch eine Dirichletsche Reihe dargestellt werden kann. 
Es ist also zunächst die Gültigkeit der Formel 


1 1 1 Bilder.) 
(1) au Jar GT et 3) 


für B>1, y>]1 zu beweisen. 

Für $>1, 7>1 hatten wir das schon. 

Falls nur eine der beiden Zahlen. = 1, die andere noch >1 ist, 
ist es leicht daraus herzuleiten. Denn es sei alsdann (ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit) ß=1, y>1. Die Anwendung des 


Cauchyschen Satzes auf das Rechteck mit den Ecken 1 + ot, un +oi 


























ergibt 
al 
1+wi gt 7 -ui 
| 1 1 1 1 1 
9 nf Fötaty at f Fokatr 5 
— wi BR TR 1—- wi | 
1+wi 
2 an &s) Fatal 

I 
Die beiden letzten a haben die feste Weglünge ” Fi 1. auf 
beiden Wegen ist wegen o>1,1+y—0> . ar 3 gleich- 
mäßig 

7 — O(log‘o), 

‚f 
Teer Ser 


also reichlich 
1 ii 


Eotafr a lo); 
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jene beiden Integrale sind also o(w), und es ergibt sich 


A herzen Kerze .) di + 0(@); 


da nun aber nach dem Früheren wegen der absoluten Reihenkonvergenz 








v 


1 1 ae, 
er — dt= 20 +0(0) 
Fr le 5(2 + 27) 
(+ 1) (> -m) 





— 


ist, so ist die Behauptung (1) bewiesen. 
Es bleibt also als einzige Schwierigkeit der Fall $=1,y=1 


übrig, d. h. der Beweis für den 


Satz: Es ıst 
_ 5) 
lim, f Fand a) 





Beweis: Es ist nach $ 157 


M(«) -Zu(n) 








n=1 
x 
YR; Ol A 
und nach $ 158 für alle t 
TE IE un) 
Eat) nt? 
also, wenn die Abschätzung gleichmäßig für -—o <t<o gilt und 
sich auf wachsendes & bezieht, 
er : 
RR un) Mn—Mn—1) 
TRIER rat >2 yitt 


g m) en u(e*) 
un e 
SED NE cn 


Va, 








n= 


+( 


802 LXXVI. Mittelwerte bei &(s) auf dem Rande und außerhalb des Konwergenzgebietes. 











Bm 
AR w 











&© ve 
5 u(n) ne e 
-. Ir Ir o(@ >23 log a G -) Va 
lern RIES 
Vs 
e 5 
ES aD 0) Er + ol ;) 
Aa log? (Ye) 
(n) 
(2) ei! ;) 
n=1 
Ferner ist nach $ 47 reichlich für —o <t<o gleichmäßig 
1 
1 6 
(8) NET ol j 


Nach der Identität | 
AB=(A— A)\B—-B)+Ab’+AB-A’B 
ist nun 


BE EP ET FR A 
at &“ Haaza tr) 























u(m) 
= rn mid 
Vo Vo Vo 
23 u(n) um) e 1 ( 1 eh ) 
ra) nn 
Vo | Ve Ye 
PA En) ER NN (3 _.NSTuim) )( 1 _..1Tum) 
&(1-Hti) u E11 — ti) g£1+tı) ir &1 — ti) m! ti 


Hieraus folgt in Verbindung mit (2) und (3) für -» <t<o gleich- 


mäßig 


Vo Vo 
ers -5 u) Seo) ı (00) +00 ?0°)+0le ’a’) 
Vo Yo 


-2. + ol‘) 


&(2s) 
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76 und &6) für o—1. 803 
Vo Yo Vo 1 
Ser See el) 
Vo Yo 1 
222 e 
e En Ye @E ce (2) 5 
e. dt= 20 Z. FE „I Seoan 2 n —+0le‘ 
: ir = 1 ilog ” 


vs vs 


n=1l m=1 log — 
nzm | 


1 1 Er 5 
24-5 Lola 
0 BAZ, 


In der Doppelsumme rechts treten wegen 
m N 
log = log" 


m und n symmetrisch auf; sie ist also 














n 
‚yo M— Ye 2} m—1 
! 1 1! 1 1 1 
VI PR Bo > +2» 
1 m m — m n oo M 
m=2 n=i m=2 log —, AN 9 
ee m 
‚V® 2 m—1 
;: a 1 1 1 
— 0) > Ts 3 Me > 
— mM og 2 seh m — Per 
m=&4 n= 5) ie 1 f24 
Nun ist für wachsendes m 
m 
2 
E 
> = O(logm) 
n=1l 
und 
m-|2]-1 
m—1l 2 
ih 8 > 1 
m log Br Dan 
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= 0 (m logm); 


daher ist jene Doppelsumme 
IE 


also 


1 1 
Böser: Sam - ZG; 


0 








_.5@) 
&(4) 
Satz: Es ist 
&@ + 2:9) 2 
inf cat) dt= &(2) 
Er 


Beweis: Das folgt wörtlich ebenso, wenn u(n) durch A(n) ersetzt 
und die Relation des $ 167 


p2 An) = On er 


benutzt wird. 2 


nn un 
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Natürlich ist damit analog zu dem Obigen auch für alle >21, 
y>1 die Gültigkeit der Relation 


4 s2@Pß + 2tr) 5(2y — 20) 
gr = ER E d=S$(P+Y) 
festgestellt. 
Aus jedem der beiden bewiesenen Sätze folgt, daß nicht 





lim ga 0 


sein kann, d. h., daß &(s) auf der Geraden o=1 nicht „unendlich 
werden“ kann; dies schließt natürlich nicht aus, daß 


lim sup & 1 +W)|=® 
7 ==08 
ist, sondern nur, daß 


lim l&1 +t)| = © 
t=o® 


ist. Übrigens läßt sich dies auch direkter so einsehen: Es ist bei 
geraden Wegen für © > 0 


1+wi 2+wi 1+wi 
JS i5 ® fine Ka er zo © +sr BO 
a ist 


2+w 24+mi & 


a: En is=20i+ | Dr 








=2oi+0() 
—= 2oi +0(0); 
nach $ 47 ist für 1<o<2 gleichmäßig 
= 0. (lager), 
Er o(t), 
also 
De 
ER as 
2+wi 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 52 
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und 


Eich 
JS 34-06); 
folglich ist a 
a = 2oi + 0(0); 
wäre aber LH 
gar 4m 
so würde im Gegensatz hierzu 
Ba 
gi de = 0) 
sein. ar 
8 228. 


Die Mittelwerte von {(s) und {”(s). 


Hilfssatz 1: Es ist für festes e>0 und ganzzahlig wach- 
sendes m 


m—L1 

















1 
= 0) 
1r% m 
RT m lo 
und 
oo 
ee : 
— 00) 
n=zm+1N FF? ]ög— 
m 
also 
oo 
1 
— = 0). 
n=1 nit: lo a 
nzm n | 
Beweis: Es ıst erstens 
m mn 
“ m 
ii 1 1 
52 1+8 
Feinıt.1lo net 
[0 .] 
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zweitens 
m—1 ; m—1 
1 1 1 
— < > 
1427, ar + ; m lo ” 
W 5) n=o+1 g 
m-|2|-1 
glte 1 
Er 1+8 > ” 
m me log ER 
m — k 
m 
ae 1 
= Ta k 
m k=1 — log (1—..) 
m 
Mm 
2 alte u 1 
—m!t: RK 
Ein 
— o( m log m) 
m! + > 
o(1) 
5 jr od), 
drittens 
Im 2m 
1 1 il 
ne mit: n 
n=m+l1l nit logo — Mm n=m-+1 log — 
m m 
Mm 
1 > ] 1 
+8 j m-+k 
mM ae en 
m 
n 
1 1 





folglich, da für O<u<I1 
9 log(1+u) > 5 





ist, 2m Mm 
1 2 1 
et — > Be 
k 
n=m-+1 n!t° log — ” ee N 
m m 
—- o( m log m) 
mit: 2 
=. ol), 


\ 
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viertens 


J 1 > 1 
— << EEE x 
1+2j09” so =2m a 


n=2m+1N 
Mm 
1 
oe) 
ER! 


Hilfssatz 2: Es ist für 21,220, BZ0 


former] < unter 


12 


Beweis: Es ıst einerseits 


 21ß 








2 Bo 
zes 


andererseits nach dem Hilfssatz 2 des $ 223 


ee 
Sera <a 


Um Wiederholungen zu vermeiden, beweise ich jetzt gleich die 
Mittelwertformel für &9(s) und £&»(s), welche die für &(s) als Spe- 
zıalfall v, = v,—= 0 enthält. Die wesentliche Grundlage bildet der 

Satz: Es sei das ganze v >O fest, das positive ß<1 und 
fest. Dann ist gleichmäßig für alle ganzzahligen m>]1 

RR. — 1/1 
lim zn, if mie (B + Hi)di = En. er 

Beweis: Nach $ 46 ist fürrs=ßP +ti, o >21 

ent. 


(8) Da RER = 3 a 


Ti n=w n 
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und allgemeiner 


w 
(v) Nu (— 1)" log” n a” 1 1 os 
5 (8) 2 n’ ar ds’ \s— 1fof'-! 
nt a 


v—1 
I Tr au If EEE tan 


n=zwNn n=wn 














Es ist offenbar bei wachsendem » für — oa <t<o gleichmäßig 


er 1 ae 1 C- 1 log”[w] 
ae (Bei jaft) "Warren Re. 


Im log” 0 
(a): 


also auch obendrein gleichmäßig in Bezug auf m 


he 1 1 197-108". 
m RT EEE se u VER 0) 


folglich gleichmäßig in Bezug auf m für wachsendes & 











[62] 


ni ee Bu 


= O(ol-flog’+t!o) 
—'‘0(0). 
Ferner ist bei wachsendem ® gleichmäßig für - oa <t<wo 
(sogar für alle £) 
n+1 7 n+i1 


we (u— n)log’ "Tu log" "u 
een St er 


v=wN v=zwNn 





= O(o-tlog’-!o), 
folglich gleichmäßig in m, auf m für wachsendes ® 


1, 
mi (— v)(— 1)r- > eng “ dudt = O(@!-# log’-!0) 


n=zw N 
— 0(0). 





(2) 
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Der Satz wird also bewiesen sein, wenn gleichmäßig in Bezug 
auf m 


= n+1 
— 1)’ log” 5 — n) log” 
ä mt (Ed fe) a 


(— 1)" log” m E 
— =, 20 = 0(0) 








gezeigt ist. 
Die linke Seite dieser Behauptung (1) läßt sich wegen der gleich- 
mäßigen Konvergenz der Reihe auf dem (endlichen) Integrationswege 


auch so schreiben: 
ing ] LK) 
> BERN, v ti 
Ww n 


n= —( 
nZzm 





co n+1 


el 2 A / (B + Ei) (7) atau —E (mo) IE u 


—. (1) 





wo E(m,o) für m = © die Zahl 0, für m > © die Zahl 1 bezeichnet. 
Hierin ist der absolute Betrag der ersten Summe 


Mm 


w ne _ — [7 
| > (— 1)’ log’ne”" —e " | 2; log’n 2 
P g m | m ß m|’ 


nzm nzm 


also für jedes konstante e> (0 gleichmäßig in Bezug auf m 

















N < m 


= 0[| a!"fte]og’o > 
1+8 


n=1 
nzm 


0) o!- A+e] v 
08 a = 


et pr u 


folglich nach dem Hilfssatz 1 gleichmäßig in Bezug auf m 
— O(o!-P+:]og’ o) 
= O(wi-P+%) 





log 
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d. h., da & hierin irgend eine positive Konstante war, 
— 0(0). 
Die besonders zu behandelnden etwaigen” Glieder n=m— 1 


und n= m der zweiten Summe in (2) sind jedes absolut genommen 
n+l1l 


l 
Ir DD o(B + »)du 


log” o 
= 0(50*) 
— O(w#!-P log’ o) 
— 0(0). 


Für die übrig bleibende Summe ergibt sich, wenn ® >1 ist, 
unter Anwendung des Hilfssatzes 2 





























n+i w Fi n+1 
(u — n) log’ u N | log’u 2 + , . 
| > ri (B + tR)(- dtdu <> EER x du; 
N N n=w n log— | 
Be nzm-1 U 
nzm nZzm 
dies ist nach Annahme irgend einer positiven Konstanten &, die 
überdies 2. sei, gleichmäßig in Bezug auf m 
= n+1 
ae du 
=-0Io > / 
log 
nzm—1 | “| 
nzm 
68 n+1 N 
1 24 du 
SS 
— 28 1+:3 
ne 10, 
nzm-—1 
nzın 
= n+1 3 
— Ol o!-Pß+2: = ee 
n=1l n urn: log" 
NS nzm-—1 % 
nzm 
m—1 
a fer ef) 
yırte 07 
1 log — m+1 08-- 


1) D. h. für m>[®] +1 treten beide auf, für m-= [o] das eine, für 
m<[o] keins. 
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wo im Falle m =1 das erste Integral durch O zu ersetzen ist. Der 
Hilfssatz 1 des $ 223 lautet für den vorliegenden Spezialtypus 


—= logn 
log (m —1) ee) 
a uE Br 
Manu ee = 00), 
0 log(m+1) 


wo sich die Abschätzung auf wachsendes ganzzahliges m bezieht, also 














m—1 x 
Pe uw 
I u a isn u od), 
1 
m—1 ] [) q 
AU U 
=:O1 
et 
1 Su m-+1 53 
Die rechte Seite von (3) ist daher gleichmäßig in Bezug auf m 
4 O(@!-#+2%) 
—= 0(0). 


Der absolute Betrag des letzten Gliedes in (2) ist mit Rücksicht 
auf die Erklärung von E (m, o) jedenfalls gleichmäßig in Bezug auf m 


„of 
— 0 (o!-f log” ®) 
—= 0(0). 

Der Ausdruck (2) ist also gleichmäßig o(®), und der Satz ist 


bewiesen. | 

Aus diesem Satz ergibt sich (wörtlich so, wie in $ 224 der Satz 36 
aus dem Satz 35 geschlossen wurde) die 

Folgerung: Wenn O<ß<]1 ist und die Reihe 


=D: 
n=1 


für o=y absolut konvergiert, so ist 


lim 37 f OB + da — dar = > et. 


ae | 
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Insbesondere ist also für ganzzahlige v, >0, »,>0 und O<ß<1, 
a 


rn Jogfı Fran 


a! | Ne See 
im [en + 1 y—t)dt= I" Pr 
—w n=1 


gri +13) (B 12 y). 


Der folgenden Verallgemeinerung dieser Formel muß eine Ab- 
schätzung der Zetafunktion vorangeschickt werden, die an sich von 
hohem Interesse ist und übrigens später noch verschärft werden 
wird. Einstweilen genügt reichlich der 

Satz: Es bezeichne r(6) folgende stetige, mit wachsen- 
dem 6 niemals zunehmende Funktion: 


+-6 für o<0, 
1 für 0<o<t, 
=1-e6 für }<se<s[1, 
— 0 LUraL 6: 
Es sei &>O und fest, n<O und fest, v ganzzahlig, >O und 
fest. Dann ist für o >n gleichmäßig 
ODE), 
Der Satz sagt also aus, daß für 6>n, £>1 der Quotient 
rel 


ge(o)+e 








ı(6) 








unterhalb einer festen Schranke gelegen ist. Natürlich folgt aus 
seiner Richtigkeit im Falle 7 <O dasselbe a fortiori im Falle 7 >. 
Beweis: Für 6 > 1 ist nach $ 46 gleichmäßig 
&(s) = Oleg) 
= 0%) 
(4) ER 


Für 3<o<1l,:>1 ist nach $ 46 


1 1 ah 
&(s) 44 ee: Tre De rt? 


n= t+1, 








1) Vgl. $ 240. 
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t+1 n+1 
1 \ 1 
1&(8)| I t ern Hl +1 
t+1 
SD es ef = 


t+1 


<eH mo D irre oe 
En! R 


also ist für 3<o<1 gleichmäßig 
£() = Off -rlogi) + Ol") + Ode) 
— 0(t log) 


BER Our 
(8) A ER 
Andererseits war in $ 218 festgestellt, daß für 1<o<1- 
gleichmäßig 
Bu a 
(6) T(s-+ti) = ol. er 


ist. Man konstatiert ferner für z<o<1-—n gleichmäßig 
REN, re) 
cos(7 (6 +1i)) = le ee 


(7) = (e? ) 


Wegen der Funktionalgleichung | 
eK ne + ti) cos (7-(6 + tÜ))&lo + ii) 
ist nach (6) und Er für 1<o<1-n gleichmäßig 
1-0 +W|=|E1l-60-—tiü] | 
(co +ti)| oayole 7?) o(e') 


. or 
= |&@ +1) 0(®), 
d.h, 1— 6 statt 6 geschrieben, für n<o<# gleichmäßig 


(8) o+)|-|tA-c+Mm)| ol) 
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(8) liefert für O<o<# nach (5) gleichmäßig 
zi-o)te+l-0 
&) = of" )te+4 ) 


ga) 


ae 


rl: 

- 0(#*) 
9) _ O(r+s) 
und für n<o<O gleichmäßig 


a et) 


z o(#*‘) 
(10) ar Te! | 
Mit (4), (5), (9) und (10) ist die Behauptung 
Es) = O(ra+n) 
(gleichmäßig für 6 >) zunächst im Falle v = 0 bewiesen. Daraus 


folgt sie aber leicht allgemein. Denn, wenn ein v >1 gegeben ist, 
ist für 6 >n-— eg nach dem schon Bewiesenen gleichmäßig 
| &(s) = OF); 
für 6>n, t>e haben alle Punkte des Kreises um o + ti mit dem 
Radius & ihre Abszisse 6>n, und der Kreis enthält nicht den 
Pol 1; daher ist e*|&%(o + ti)| höchstens gleich dem Maximum von 
|&(s)| auf diesem Kreise; dieses ist, da jeder Kreispunkt seine Ordi- 
nate <t-+ e und seine Abszisse > o — & hat, in der Halbebene 6 > 7 
gleichmäßig | 
O(t-+ EIERN. 
wegen der offenbar überall erfüllten Ungleichung 
to —e)<rt(o)+eE 
ist also gleichmäßig für o>n 
El +) = Ol + a" r?*) 
2 O(ay a +3e) 
Em ara) 
a O(rar2e), 
Für 6>n ist also gleichmäßig 
er) = oa, 
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d. h. gleichmäßig 
Es) = Orr), 


wie behauptet. s 
Nun folgt endlich der 
Satz: Wenn 
pP re 
Bear 
Brr>]1, 
BZ1, 
‚Zi 


ist, so ist 
a N F ; 
Haloy, fee -. ti) Ey en ti)dt —a. rt => y). 


Beweis: Da dies für > 1, > 1 nichts Neues ist, darf y<1 


angenommen werden. Es werde y° so gewählt, daß 


B+r—-1l<y’<pßH+y 


und zugleich 


rs 
ist; es werde 
| BB 
gesetzt; dann ist 
re 
PF<B, 
DI 


also nach dem vorangehenden 


lim en Jena + E)ER(y’ — ti)dt = Ent (ß’ + yp)) 
& — rrrlB E= y). 


Der Satz ist also bewiesen, wenn es gelingt, den Nachweis von 


f ed (B + 1) EO(y — ti)dt — ji ged(B" + ti) Ey’ — M)dt + o(e), 


d.h. von 
P+wi P’+wi 
a) ferien +7 — 94 - | ErOEB+Y—N)ds- (a) 
p-wi f-wi 
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zu führen. Die Anwendung des Cauchyschen Satzes auf das Recht- 
eck mit den Ecken ß + wi, ß’ + wi ergibt für die linke Seite von 
(11) die Summe der beiden über die horizontalen Strecken erstreckten 
Integrale plus einer Konstanten, nämlich der Summe der etwaigen 
Residuen in den Polen 1 oderd 5-+»—1. Da jene horizontalen 
Wege die von ® unabhängige Länge ß — ß’ haben, so ist alles be- 
wiesen, wenn auf ihnen gleichmäßig 
(12) SER + Y — 5) = 0(w)- 
gezeigt werden kann. 
Nun ist nach dem über die Zetafunktion Bewiesenen fürs=6+ vi 
bei gegebenem 2>0 gleichmäßig im Intervall B’<o<Pß 
Er (s)ErD(B 4 Mn — s) = MaSrUrY ZEN 
Es ist erstens für O<o<} (weil 3<ß+y— 6 ist) 
zo) + +Y—0)<z + Max (l-B—-y+ 6,0) 
<z; + Max; -B—- 9,0) 
(13) — Mas. (2-6 7,9), 
zweitens für <o<1, soweit dabei O<$+y—6<;z ist”, 
ee rr-0o)Si or, 


-2_—-6 
ne 
(14) -2— 9-7, 


soweit aber dabei z<ß-+y— 6 ıst, 
t(o)+ rt +y—0)<1—6+4 Max (1 -B—-Y7+6,0) 
= Max. 2 —-—$ —y,1-o) 

(15) <Max. 2-99) 
drittens, was nur im Falle $>1 in Betracht kommt, für 1<o<Pß 
(weil jedenfalls ßB+y7— 0 >y ist) 

Me) tier o)=-ehtr— 0) 
(16) <eÖep). 

1) Der Pol B+y-— 1 gehört gewiß wegen 
ER 

dem Gebiete an, der Pol 1 nur im Falle 


B>1. 
Beide Pole können auch zusammenfallen. 
2) Was nur für ß+y<} vorkommt. 
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Nun ist jede der konstanten rechten Seiten von (13), (14), (15) 
und (16) kleiner als 1; dies ist bei (13), (14) und (15) eine Folge 


der Annahme 


P+r>1, 
bei (16) eine Folge der Annahme 
RZ ECK 
Daher ist ein positives & so wählbar, daß gleichmäßig für B’<o<ß 
s(o)+eß+Yy—o)+tE 
unterhalb einer Zahl <1 liegt. Damit ist (12), also der Satz be- 


wiesen. 
Für ö=1 oder y=1 kann er gewiß nicht zutreffen, da das 
Integral 


11 ER) (B + 13) EI (y — Ei) dt 


0 


alsdann sinnlos ist. Immerhin läßt sich der Satz auch in einer Form 
aussprechen, bei der das Verbot = 1 und y=1 aufgehoben ist und 
sonst die Voraussetzungen unverändert bleiben, nämlich, wenn 


E 
ee 
. gesetzt wird, in der Form 


(17) lim .— ji ZW (B + ti) Zed(y — ti) dt = Er tW(B + pY). 


In der Tat unterscheidet sich Z"(s) von $”(s) um das Zusatzglied 


(— 1)’ »! 
er 








welches für festes 6 > O0 und wachsendes |i| jedenfalls 
1 
a RR 
(Gr) 
1 
0m) 


ist, so daß für wachsendes |#| wegen ß>— +, y>— 4 bei passend 
wählbarem positivem $ <1 


$ 228. Die Mittelwerte von &(s) und &”(s). 819 














Ze + 1) ZU 1) = (EB + 1) + 0(,)) (9-1) +0(7) 
= BHE)EP-1) + 0019) 0) +0) 


= gr (B + ER) Ey — ti) + 0(|E?%) 
ist und dies Zusatzglied mit Rücksicht auf 


Soc? -Yat = O(o®) 

; — 0(0) 
nicht stört. Es ergibt sich eben (17) aus der alten Formel mit £&(s) 
zuerst für ß$>1, y>1 und O<ß<1l, y>1 (und natürlich auch 
für alle anderen damaligen Wertepaare); hieraus ergibt sich weiter 
(17) durch die nunmehr erlaubte Anwendung des Cauchyschen Satzes 


im Sinne des letzten Beweises unter den Voraussetzungen des vorigen 
Satzes ohne das Verbot ß=1, y=1. 





Fünfundzwanzigster Teil. 


Darstellung der endlichen Koeffizientensumme einer 
Dirichletschen Reihe. 


Siebenundsiebzigstes Kapitel. 
Abschätzung der Dirichletschen Reihen. 





Sr 
Eine vertikale Gerade. 


Es seien jetzt die A, wieder ganz beliebig, also nur verschieden, 
monoton ins Unendliche wachsend und nicht etwa der Einschränkung 
des $ 223 unterworfen. 

Das Ziel dieses fünfundzwanzigsten Teils ist, für jede Dirichlet- 
sche Reihe 

f(s) = Da, en’ 


den Nachweis zu führen, daß bei Ba längs einer im Innern 
des Konvergenzbereiches gelegenen vertikalen Geraden 6=y, wo 
> Ö ist, y+twi 


lim P fo)ds-2ni Da, 


y-wi In=zx 
ist, wo 2” bezeichnet, daß im Falle 
er 
(d.h, wenn x ein 4 ist) das letzte Glied a, den Faktor # erhält. 


2 
De wird, nachdem im Kapitel 77 Hilfsbetrachtungen voran- 
geschickt sind, im Kapitel 78 bei Reihen mit absolutem Konvergenz- 
bereich in diesem absoluten Konvergenzbereich genau so gelingen wie 


der entsprechende Nachweis früher beim Typus 
1), = logn 
im $ 86. Für Reihen mit absolutem Konvergenzbereich wird alsdann, 


auch noch im Kapitel 78, der Übergang zum Streifen bedingter Kon- 
vergenz leicht möglich sein. 
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Der Beweis der Behauptung für den allgemeinen Fall der Reihen 
ohne absoluten Konvergenzbereich» im Kapitel 79 wird schwieriger 
sein. Zwar ist darin der leichtere Fall des Kapitels 78 enthalten; aber 
es ist doch von Interesse, die direktere Behandlung dieses Falles mit- 
zuteilen. 

In diesem $ 229 handelt es sich um den 

Satz 43: Es sei 


[0.0] 
f() = Da,e 
Teer 


für 6>ß konvergent. Dann ist für festes 2> 0 
flB+ &+ 1) = old). 
Nur unter der Annahme der Existenz eines absoluten Konvergenz- 


gebietes war dies schon durch Satz 33 bewiesen. 
Beweis: Es werde 


Sa. er) en S(m) 


ni 


gesetzt; dann ist für alle ganzen m > 1 


IS(m)|<e. 
Nun ist, wenn für >}, die Zahl y durch 
Sei, 


bestimmt ist, 


® lee 
fP+:.+th) = Sa, ‚e Ren +DI(Sm)—-Sn—D)e (e+) 


S n=y+1 a | re 
= Dee +(5 +) N fe (5+:) EN 
a n=y+1 | 
o  Antl : : 
FB+s+)|< Dia, er VE 4 HReD : a 
n=y+1 


folglich wegen | 
0, 0 (ed E ”) ’ 


wenn über x als ins Unendliche wachsende Funktion von ? die Ver- 
fügung vorbehalten bleibt, 


1) D. h. für Reihen, bei denen nicht bekannt ist, ob sie einen absoluten 
Konvergenzbereich besitzen. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 53 
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fB+ et) = 0 + Olfen) + 0(£*) 


Ay+1 


=0(y)+ oltfe *"au) + 0(£*”) 


= 0) + Olte ””). 
x = x(t) sei so gewählt, daß erstens die Anzahl der A, <x 
y=y(x) = o(t) 
und zweitens 
lim z = © 
t=®» 


ist, was natürlich möglich ist; dadurch ergibt sich die Behauptung 


fB+tEe+tbi)= ol). 


Ss 230. 
Ein Streifen und eine Halbebene. 


Satz 44: Es sei 
OPER gE 
Ma: 


für o>Pß konvergent. Dann ist für festes 2e>0 und festes 
n>ß-+e gleichmäßig im Streifen ßte<o<pn 
fo + ti) = oQ); 


fe +9 | 
t 


d.h. der Quotient 


ist für alle jene 6 kleiner als d, wenn nur 
ih 1,0) 


1st. j 
Beweis: x —= x(t) habe die Bedeutung des vorigen Paragraphen, 
desgleichen S(m) und y=y(«&). Dann ist für co >ß-+e 


s = u. 0— ER i 
a) as Bonn [eh Pa IB 


n=1 n=y+li An 


2 € . 
-iy41(0-#- +1) 


— S(y)e 


Te u Ver 
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Hierin ist 5 5 
Be Dlaller *; 
n=1 el 
für die höchstens in endlicher Anzahl vorhandenen negativen A, ist 
8 n 
im Intervall +82 <o<n > 
ka bes” Shaslog 
für die A, > 0 ist im Intervall ö+e <o<pn 
ae ja. ler ncn; 


daher ist für ß+e<o<n 


a, cd > 


E= 0) 
= o(t). 
Ferner ist, da für alle hinreichend großen t 
Br) 
ist, das zweite Glied Een in 5 





BE Hi 
(0 er tt Sn fe I — o(t >> fe "au) 
n=y+i n=y+t1/4, 
=0Oli fe du) 


und das dritte Glied rechts in (1) 


el (e-#-3+2) _ 


Es kommt also heraus: 3 
f(s + ti) = o(t) + olte 2°) + o(e?°) 
—=o(t) + ot) + o(t) 
—o(t). 


53* 
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Satz 45: Falls A, >O ist”, ist sogar füralle 6 >ß+e 


gleichmäßig 
f(o + ti) = olt). 


Das n ist also weggefallen. 
Beweis: Bei der Behandlung des ersten Gliedes auf der EEE 
Seite von (1) ist hier durchweg 


EREREN ER 
also jenes Glied für 6 >ß+e | 
Oo) = ol). 


Beim zweiten Glied schließe ich jetzt, wenn das positive ? gleich 
so groß angenommen wird, dab &>0 ist, so: 

















An+1 ER h 
(6 -B-5+ti) )Dsefe"" IR </o- B- s+ulod fe E EN 
n=y+i1 in n=y+1 in 
Se en et ft 
Ze letter 
=.e10-B-;+#° \ j j 
N 
€ 
| Zehen 
en = He 2" 
ee en 
St 
en De : 
er i EI; 
ee, 











1) Sonst natürlich nicht. 
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Das dritte Glied ist wie oben 
ol) 0le 7°) 


= o(t). 
Damit ist bewiesen: 
fo +ti) = o(t) +o(t) + olt) 
= ol). 

Für Reihen mit absolutem Konvergenzbereich gilt genauer der 
Satz 33, bei dessen Beweis ja keine einschränkende Annahme über 
die A, benutzt wurde. Zu den Reihen mit absolutem Konvergenz- 
bereich gehören, wie schon mehrfach bemerkt wurde, alle Reihen mit 
Konvergenzbereich, falls bei der betreffenden A,-Folge 

lim sup —n RO 
ist. r 





Achtundsiebzigstes Kapitel. 


Die Darstellung der Koeffizientensumme für Reihen mit 
absolutem Konvergenzbereich. 


$ 231. 
Die vertikale Gerade im absoluten Konvergenzbereich. 


Satz 46: Wenn x 
Mor Da on 
n=1l 


für 6=y, wo y>0 ist, absolut konvergiert”, so ist für 


jedes reelle x 
y+wi 


i Pi s / 

lim —f(s)ds = 2ni > Q,: 
wWw=%x 5 
y-wi Anz 


Beweis: Nach $ 86 ist, © > 0 angenommen, für 2>0 











1) o=y darf auch die Grenzgerade absoluter Konvergenz sein, wenn nur 
dort absolute Konvergenz stattfindet. 








826 LXXVIOI Reihen mit absolutem Konvergenzbereich. 
für >= 0) ytwi i 
= ds — ee re 
Ss | — 10 223 
y-wi 
für 2<0 
y+twı | 
| Ts 2 zYy 
| ds <— —. 
| s =o —z 
A y-wi 
us 
y+wi ytwi =“ 
e” Ak > Ans 
—_f(s)ds — ze a„e ds 
y-wi y-wi n=1 
= ytwi 
et Ans 
— > A, R -— 
folet n=1l y-wi 
0) 
5 y+twi y+twi 
e® Ans 
JEroas - 2mi > a, - Da, ( ———ds — &®i 
y-wi Anz n=1 y-wi 
wo 
n = 2 1a 
ur 


ist, folglich 


ytwi 


(1) SFroa = 2mi Da, 


wo die mittlere Summe O0 bedeutet, falls kein }, = 




















AnZ% An<z An=2 


Summe ist wirklich konvergent, da 


nach Voraussetzung konvergiert. 


oo 
> ı„|e nY 


| 






© = 00 den Limes O hat, ist der Satz bewiesen. 


Übergang zu einer anderen vertikalen Geraden im 


g 232. 


Konvergenzbereich. 


Satz 47: Es möge die Reihe 


f(s) _ a,e 5 


Dr 
ee en 
ni Du - 


2 | e®-An)r En in): 
„Dal. tor 2 Del 


An: 
x ist; die letzte 


Da die rechte Seite von (1) für 


| 
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einen absoluten Konvergenzbereich besitzen; es sei y>0O 
und die Gerade o=y im Innern des Konvergenzbereiches 
gelegen, d.h. y größer als die Konvergenzabszisse; dann ist 


ytwi 
bl ‚ 
[ f TErLE . 
lim — f(s) ds = 2ri > G: 
y-wi n= 


Beweis: Es sei y’ so gewählt, daß für o=y die Reihe f(s) 
absolut konvergiert. Dann ist nach Satz 46 
y'+wi 


’ et 
2ri > a, = lim —_ fs)ds. 
ANZ er . 
n= Ve) 


Die Anwendung des Öauchyschen Satzes auf das Rechteck mit 
‚den Ecken y + »i, y’ + wi gibt 


er y—-wi Mr Y+wi = ytwi = 
’h — f(s) ds — Äh  fo)ds+ / —f(s)ds+ fr —f(s)ds. 
y-wi y-wi y'— wi y'+wi 


Nach Satz 44, aber auch schon nach Satz 33 ist im ersten und 
dritten Integral gleichmäßig 


f(s) = 0(e), 
also gleichmäßig (bei festem x natürlich) 
Er) = 00); 


diese Integrale mit fester Weglänge sind also o(1); daher ist 


Yy+wi y’+wi 
Ä er? s Pr R 
lim EN —f(s) ds = lim fr —f(s) ds 
ro eng 
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Neunundsiebzigstes Kapitel. 


Die Darstellung der Koeffizientensumme für allgemeine 
Dirichletsche Reihen. 
$ 233. 
Die Darstellung. 
Satz 48: Wenn die Gerade o=y, wo y>0 ist, im Innern 
des Konvergenzbereiches von 


© 


f() -Ia,e 


n® 


liegt, ist 


ytwi 
ers ’ 
; N 2 
lim — fis)ds = 2zi > Q,. 
u 1,3% 


Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann 
2 ch, 


angenommen werden, da es sonst nur nötig ist, vorn endlich viele 
Glieder der Reihe abzutrennen und aus 


ytwi ytwi 
xs xs m) 
e e — 1,8 —4 
f — fls)ds = if = > a„e Ber: > a,e "") ds 
y-wi y-wi 22 An >: 


die Behauptung zu erschließen. 
Es sei also 


<A; 
dann lautet die Behauptung: 
Ja 
lim IR: ERSh a ER} 
= 27 n=]1 


Noch einfacher Er die Behauptung, wenn 
X Aue A, = V, 


gesetzt wird: Falls die Dirichletsche Reihe 


oo 
g (5) => q, a ’ 
ni 
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wo v,>0 ist, fir o—y, wo y>0 ist, und darüber links hinaus 
konvergiert, ist 
yrwe 
ER er 
(1) ‚en ef es il. 
y—-wi 


Das Bisherige waren oberflächliche Transformationen; in dieser 
Behauptung (1) liegt der Kern des Satzes. 

Nach dem Cauchyschen Satz ist, wenn @>0 und 2>y an- 
genommen wird, 


ytwi z2— wi + wi ytwi 
ij SF FER h AO FF PR N Id) + LE MORE 
$ $ Ss S 
y-wi y-wi z— wi z+ wi 


Ich werde zunächst beweisen, daß für z= oo das zweite Integral 
rechts den Limes O0 hat, während die beiden anderen gegen endliche 
Grenzwerte konvergieren. 

Es ist, 


m 
Se Sm) 
n=1 


gesetzt, für 6 >y 
9(s) =DI(S m) — Sn — D)e 
r n=1 s 


IS (e” Marin e ’n+ 1@- ) 
n=1 


2 In+1 
— ($ — PROFI Bd, 
n=1l e 


also wegen 
Sn)ı<e 


on +1 


@l<els-r I [ e*" Pau 


n 
=els- rl fe" au 


DER [s— | enla—y)} 
(2) TER 7 
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Auf der Strecke (2— wi :--2-+ wi) ist daher 


9(8) 
s 





LEI a no) 
SEE 2% e ’ 








was vom Punkte s auf der Strecke unabhängig ist und wegen v, > 0 
für z= © gegen Null konvergiert. Daher ist 


Auf den Geraden =» und t= — o ist nach (2) für 6 >y 


KIOE ee a rl 
ur See 


was wegen v, >0 bis 6= © integriert werden kann. 


Daher ist 
y+oi o— wi o+ wi 
f®as- ee ne 
° Ss B Ss 
y-wi y-wi y+twi 


Nun behaupte ich, daß jedes der beiden Integrale rechts für 
© = © den Grenzwert 0 hat. Es ist auf beiden Integrationswegen 
für 6 >y infolge (2) 

go ET 


IE tar 
I 8 | BT. 





ar AN 1 2 u 2) 














1 
sı+is 1 u (0 — 
C er y) 
= el 7 
—= I- enen; 


die Integrale sind daher für © > 0 gleichmäßig konvergent. Daher 
ist nur nötig, für festes n > y zu beweisen, daß 


ntwi 
3 zZ) 
lim e I) ds = 0 
w=@ $ 
ytwi 


ist. Das ist aber eine unmittelbare Folge des Satzes 44, nach welchem 
gleichmäßig s= 0 toi, y<o<pn 


9(8) at 0o(@), 


sh 
KH A 
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also 





o 
= o(l) 
ist. Damit ist der Satz 48 bewiesen. 

Es ist der Vollständigkeit wegen erwünscht, festzustellen, ob im 
Falle y<0, wenn o=y gleichfalls dem Innern des Konvergenz- 
gebietes 6 > « von f(s) angehört, der Grenzwert 


g(s) | < |I8 
a 





raa%, 
e 
lim yR —_ fs)ds 
y-wi 
auch existiert. Die Antwort gibt der 
Satz 49: Für e<y<O ist 
Dan 


lim flo)ds-2zi( Da, f(0)). 


w=o@ 
y-wi 


Beweis: Wenn p’>0 gewählt wird, ist nach dem Cauchyschen 
Satz, falls das Verhalten des Integranden im Punkte s= 0 berück- 
sichtigt wird, 


AnSz 


y+wi a Y+wi ytwi [R 
S Era - 0E S Zraa+ [ Sroas+ | row 
y-wi y-wi y'—- wi y+twi 
Auf den beiden horizontalen Seiten dieses Rechtecks ist nach Satz 44 
leichmäßi 
& 2 f(s) vs (0), 
er oe o(1); 


das erste und dritte Integral Be haben also für © = ©© den Limes O, 
' das zweite nach Satz 458 den Limes 


2riD a, 


nt 
1,8% 


womit der Satz 49 bewiesen ist. | 
Natürlich läßt sich in den Sätzen 48 und 49 der bevorzugte 
Punkt OÖ überallhin verlegen; falls 
Hut vi 


irgend eine komplexe Zahl ist und 


fl) = Da,e 
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für o—=y und darüber links hinaus konvergiert, wo 








| | rZu 
ist, so ist offenbar, wenn 
k (4 
: s=s5s+S 
gesetzt wird, 
y+wi y-u+(w-o)i 
Ph ers + 50) Ä , 
= Has 7 fs + s0)ds 
0 
y-wi y-u-(vw+ov)i 
y-u+lw-o)i 
er! ; > 
= e*% fe +ts0)ds, 
y-u-(w+o)i | 


„’ 


x 
ft) = Da, rc 
NEE 


eine Dirichletsche Reihe mit der Variablen s’ ist, bei der y— u rechts 
von ihrer Konvergenzabszisse liegt. Daher ist nach den Sätzen 48 und 49 





Ei 1 “- 
are == ri > a„e n®o für y>u, 
- ers’ AnZS% 
lim {l —-f(s + s,) ds’ 
z 0 . £ 1,8 
$ s Kan Indo__ .. 
ame); — 2zil 2 a„e f(&)) füry<m 
n = 
alsv 
- R ’ | s u 
y-u+lmw+ov)i = 2riD ad„e in für y>u, 
er! A,S% 
lım — f(s+s,)ds 
2 0 . E 4,8 . 
= S Sie. u al - 
a yes iateit re 2zil Sa (0) für <M. 
ns 
Nun ist offenbar 
y-u+(w+o)i 
= er! 
lim / fs+ts)ds —=0, 
W=X0 . 
y-u+(w-o)i 


da der Weg die feste Länge 2|v| hat und auf ihm der Integrand für 
wachsendes »& gleichmäßig 
ol) 


ist. Daher erhalten wir den 
Satz 50: Es ıst 


Er se 2mi I een füry>R(s,), 
lim of — — f(s)ds j > r x2—4,)8 BRR ER 
ee — 2mil 2, ee °f(&)) füry<R(s,), 


falls die Dirichletsche Reihe f(s) über die Gerade o—y hin- 


aus konvergiert. 
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S 234. 
Beweis der Nichtumkehrharkeit. 


Satz 48 gab eine notwendige Bedingung dafür an, daß eine ana- 
lytische Funktion für 6>e, wo e>0 ist, in eine Dirichletsche 
Reihe 


fi) = Ia,e 


entwickelt werden kann. Es mußte für jedes reelle x und jedes y>& 


das Integral 
y+wi 


— f(s) ds 
y-wi 
für © = 0© gegen einen Grenzwert J(x,y) konvergieren, welcher die 
folgenden Eigenschaften besitzt: 
1) J(&,Y) ist von y unabhängig. 
2) J(a,y) = J(x) ist konstant für 
ig eh RER 
3) J(a,y) = J(x) ist Null für 
EU 
4) J(2,y)= J(x) hat an den Stellen A, den Wert 


JA —0)+J(A d 
in. eu Be (1m Ja, — 9) + lmJQA, +09) 
d=+0 dö=+0 d=+0 

Satz 51: Wenn eine Funktion f(s) so beschaffen ist, daß 


der Grenzwert 





ytwi 
im | Frwas=I@n) 
y-wi 


für y>e, wo s>0 ist, existiert und die vier genannten 
Eigenschaften erfüllt, so ist f(s) nicht notwendig für 6 >: 
von der Gestalt | 


00 
f(s) = Da,e 
n=1 


Beweis: Eine solche Behauptung braucht nur durch ein Beispiel 
bewiesen zu werden. Ich werde zwei verschiedene Beispiele angeben. 
Das erste ist aus der Theorie der Zetafunktion geschöpft und läßt 
sich durch Benutzung der zufällig dort vorhandenen Funktional- 
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gleichung sehr kurz darstellen. Das zweite ist künstlich konstruiert, 
elementarer, aber länger. Bei beiden Beispielen wird f(s) wirklich in 
einer Halbebene als Dirichletsche Reihe darstellbar sein; nur ist 
die Konvergenzabszisse größer als e. 


1. Es sei 
er) 
= 
Für 6 >1, aber nicht für 6 > ist 
See 


OLD = 





konvergent; nach dem Eindeutigkeitssatz ist also f(s) durch über- 
haupt keine für 6 > konvergente Dirichletsche Reihe 


6%) 
—i,8s 
aa 
nei 


darstellbar. Ich behaupte, daß J(z,y) trotzdem seine vier Eigen- 
schaften hat. Für y>1 ist das nach dem allgemeinen Satz 48 klar; 
es ist also hinreichend, zu beweisen, daß für 
a<y<2 
J(&, Y) ; J(&, 2) 
ist, d. h., daß bei festem » in jenem Intervall, festem x und wachsen- 
dem © 


ytwi 2+wi 
ers ers 
SEroas- [Eroas+ ou) 


ist. Da nach dem Cauchyschen Satz 


y+wi 2 + wi 2 — wi ytwi 
et ? 88 "ges eXs 
JEroas- JTrods+ JEroas+ SErwas 
y-wi 2 — wi y- wi 2 + wi 


ist, so reicht es hin, für die zwei letzten Integrale festzustellen, daß 
auf dem Wege gleichmäßig 


— f(s)=o(l) 
ist; es reicht also hin, dort gleichmäßig 


f(s) = 0 (®) 


zu beweisen. 


u 
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Nun war in $ 228 festgestellt, daß für -—<o<1 gleichmäßig 
&£(6 + wi)= 0(w) 
ist; daher ist dort gleichmäßig 
(1 — 21--eht(s +oi)=0(o),. 
fo +1l+oi)=o(o), 
d.h. für 2<o<2 gleichmäßig 
f(o + ai) = 0(o), 
also bei obigem y für y<o<2 gleichmäßig 
flo + 01) = 0(0), 
so daß das Beispiel alles Gewünschte leistet. 


2. Wir untersuchen die Dirichletsche Reihe 


[0,0] 


f9)=Da,e""; 
n=1 


in der die 4, durch die Rekursionsformeln 





4, —1, 
Agn—1 
An — Agn_ı a ra NEN, 
(1) Aon+ı u ar hg, (n = 1) 
bestimmt sind, und deren Koeffizienten die Werte 
ont He nz]), 
An ehr! (r > 1) 
‚haben. 
Aus der Definition folot für n>1 
An +1 — Ans 


also wegen (1) 
lim}, = ©. 
Es wird sich nun zeigen, daß die Reihe 
* 
(2) EN en 
n=ı 


die Grenzgerade 6 = 1 hat, daß aber die durch sie dargestellte Funk- 
tion für 6 > 0 regulär ist, und dab 


J(x, y) 


für alle y>0 die erforderlichen vier Eigenschaften besitzt. » 
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Es ıst 
_-A 8 1 1-3 
DER ee e2n-ı ); 


daher kann (2) gewiß für 6 <1 nicht konvergieren. 
Nun ist fürn >1 
Aonzı Een 1 ar Agn 
> 1 2 Ägn-1, 
also die sukzessiven A mit ungeradem Index jedesmal um mehr als 1 
wachsend. Wegen 


ist also für n>1 
Aon-ı an 
Für 6 >1 ist daher 
J 2 1-0 
la,,_ er Sarg 2n-1( ) 
—n(o—1 
Zee, 
ferner 
a 77 a 


19, _1-/19, _10 
par 172n—1 


—-/9,„_1(0—1 
= e zn il ) 


| = e? (— D, 
Daher konvergiert (2) (absolut) für 6 >1; 1 ist also die Konvergenz- 


abszisse. 


Für-#>1 ıst 


x 


fl) = Zoe "+ a,e "%e‘) 


nl 


_ Nen-ı(gin-1 Dee e ’2n°) r 
n=1 
Von dieser neuen Reihe zeige ich jetzt, daß sie für 6>0 kon- 
vergiert und zwar in jedem endlichen Gebiete innerhalb dieser Halb- 
ebene gleichmäßig, so daß f(s) für >00 regulär ist. In der Tat ist 
für 6 > 0 














x on 
| ern-1(en?2n-1° > e"2n°) Pet ean-115| JE e-us dw 
Aan—ı1 
isn. 
< e ar (Ay, a Agn-ı)|S| 
Is 
n?? 


woraus die Behauptung folst. 
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Bar fury>:1 
J(, 7) 
die verlangten Eigenschaften hat, ist es zum Schluß hinreichend fest- 
zustellen, daß bei festem positivem y<2 für y<o<2 gleichmäßig 
f(o £ wi) = 0(0) | 

ist. 

Nun ist, wenn über eine positive ganzzahlige Funktion x = x(o) 
noch verfügt wird, für jene s=6 wi bei jedem & > 0 


f(s) ee I fan-i(gim-1 BR en‘) Ar Near (ein _ e *2n°) 
nl 


n=xc+1 


Beeren) Hs De 
2 n=x+1 
<2 Dean-ı , 2 
n=1 


T 
22 2 
ar Pe ee 
N 


a 
Wird x so gewählt, daß | 
lim& = © 


und 


DI er-1 — 0(0) 
E a! 
ist, so ersieht man: 
fio-mot)—=0(0), 


womit alles bewiesen ıst. 
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Sechsundzwanzigster Teil. 


Hinreichende Bedingungen für die Entwickelbarkeit 
von Funktionen in Dirichletsche Reihen. 


Achtzigstes Kapitel. 
Hauptgesetze. 


872939: 
Problemstellung. 


Die Hauptanwendung der Dirichletschen Reihen 
! — A, 
a) BT 
n=1 
und der durch sie, eventuell über den Konvergenzbereich hinaus, defi- 
nierten Funktionen /(s) bestand in der Abschätzung von 


“% 
Dia 
n=1 


auf Grund der für f(s) etwa bekannten Relationen. Es sei z.B. 
»>0, die Reihe (1) irgendwo konvergent, und es lasse sich für alle 
ö>0 die Beziehung 

>00) 
n=1 


beweisen; dann ist nach $ 32 und $ 42 die Reihe (1) für 6>y kon- 
vergent, also /(s) dort durch die Reihe darstellbar, und umgekehrt. 

Ich werde nun untersuchen, welche Eigenschaften von f(s) — 
außer dem natürlich vorauszusetzenden Regulärsein in einer Halbebene 
— die Konvergenz von (1) in dieser Halbebene sichern. Das sind 
Schritte in der Richtung des großen, aber beim heutigen Stande der 
Wissenschaft noch unerreichten Zieles, zu erkennen, durch welche ana- 
lytischen Eigenschaften der Funktion f(s) die Konvergenzgerade von 
(1) charakterisiert ist; einen singulären Punkt von f(s) braucht diese 
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= 





Gerade ja bekanntlich weder zu enthalten noch in beliebiger Nähe zu 
besitzen, wie das Beispiel der durch 


SL Ye 


$ 





N 
n=1 
definierten ganzen Funktion zeigt. 
Ich begnüge mich nicht mit dem Typus 


\,=logn, 


bin aber andererseits nicht in der Lage, ohne Einschränkungen über 
die A, auszukommen. Und zwar mache ich in diesem sechsundzwanzig- 
sten Teil folgende beiden Einschränkungen: 

1. Es ist 


log 


0 < lim sup — =], 00, 


2. Es ist bei jedem gegebenen d > 0 
1 2n(1+06) 
2) MR OÖ e n( K 
( - len Kr 
Offenbar sind diese Einschränkungen noch weitergehend als die 
Bedingung 


ein 
1 ee O(e*“) 


n+1 
des $ 223; aber sie sind für 
1,= log n, 


d. h. für die Dirichletschen Reihen im engeren Sinne, erfüllt, da 
alsdann 





1, 
R. > Zee ı es 
a weli+l) 
= Q\n) 
— O(n1+°) 
Afr O(eloer( +9)) 


ist. 

Zur Orientierung mögen -zunächst drei Eigenschaften solcher 
Folgen A, entwickelt werden; die Bedingung (2) wird übrigens erst 
beim dritten Hilfssatz zur Verwendung kommen. 

54° 
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Hilfssatz 1: Es ist für <— 1 die Reihe 


oo 
Den” 


n=1 
konvergent. 
Beweis: Es ist wegen 
log n 
lım sup LEE, 
2 == 00 hy 


für jedes 6 >O 
n= Olet tin), 


1 
n!+ — O(e'n); 


mit Rücksieht auf << OÖ ıst daher 


Pi 
Ba) (ni); 


wegen 
% 
7<—1 
ist 6 > 0 so wählbar, daß 
% 
Bes. 


ist, woraus die Behauptung folgt. 
Hilfssatz 2: Für «> —! und jedes do >0 ist 
Net” > Ole®t!+9), 


An=x 


Hierbei bezieht sich die Abschätzung auf stetig wachsendes «. 
Beweis: Es ist 


Den” m: Deaktirn nIn), 
in Se in <® 
also wegen 
«ti +0>0 
und Hilfssatz 1 
Ex ein? = e®+i+) > „nen 


n=® An=® 


. +40) Deu 


a 


e: Ole 
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Insbesondere für <= 0 lehrt der Hilfssatz 2, daß die Anzahl 





der 4, <Sx 
= a =R O(e"*9) 
ist. rs 
Es werde jetzt dauernd in diesem Kapitel für m=1,2,3,--- 
A A 
m ze m+L1 =, 
gesetzt. 


Hilfssatz 3: Es ıst für festes «<—| 


oo 
ein? 


— | WW An | 





SORIE 


Hierbei bezieht sich die Abschätzung auf wachsendes ganzzahlıges 
m, und die Konvergenz der Reihe steht nach Hilfssatz 1 von vornherein 
fest, da der absolute Betrag des Nenners bei festem m für n — © 
obendrein über alle Grenzen wächst. 

Beweis: Nach (2) ist bei gegebenem d > 0 


1 £x 
TER oe t 2), 





An+1 
also für n>n,=n,(0) 
1 2 (140) 
<en 
D A, 
ET) 
Anrı1 au h, > 2 ? 
folglich für n > n, nebst jedem v > OÖ 
n+v—1 
Kalle = > (A, yı = A,) 
rn 
Ro A 3) 
> N er „+ 
an 
(3) er eh) 
Nun zerlege ich für jedes m 
= et n* 
0m es | 


il 


in vier Teile 


ID re 


RER aD 


rl m 


LE EEE 93 >. 


wo 
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Art < A, = en #7 1 in u; 
Am+i - 1 = A, in > 


ist. Für alle m > 1 enthalten >, und _, mindestens je ein Glied und 
nur endlich viele, >, unendlich viele, >, keines oder endlich viele. 


Es ist in I, 
10, An) = Um ı 


n 


> A, en Am+ı 


daher ist 


Bei gegebenem d > 0 ist für alle m > m, = m, (d) der Index des 
ersten Gliedes von >, größer als n, — n, (Ö), also in jedem Glied von 
>, nach (3) 


KR FR An urn Win - A, 








An+i An yi 
— —— 2 TEN. 
A 7 
m+1—+ n 
Sun) 
| hm+1— kn 
Fi 2 
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und in jedem Glied von I, 


Wn 1, 3 An — WW 








Ba 1 Ani 2 An 
— 5 





> 4m — meint, 


Daher ist 
McH 
Der ( a) 
PRET Mm—N 2 
Am- 1<An Sim ii: 
= Am(#+1+0) SH Ku 
0 (. m—n-+ ) 
> 


mM 
oo ER} D =) 
Q 


e=1 
Am(2+1+0) 
Nele 32.2 1log, m) 
ae 


er oO em ah N 


Da bei passender Wahl eines ö > 0 





„HI +20<O 
ist, ist also bewiesen: 
3-00. 
Für D, ergibt sich 
u ein 23 2.140) 
> 1 n— m 
Am+1Sin<im+ıtl 

a) ker 3 en) 

N — mM 


An+iSstn<imrpitti 


in 

A z+I+0d 

a) 
o=1 
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‘wo h der Index des letzten A in >, ist. Wegen 


ne il 
ergibt sich 


— (0) (log h) 

= 0(A,) 

= 0 (An41) 

Be, 
Da Hıltir20) 


8 
also 


0, 
Zusammengenommen kommt heraus: 
ei An 
e 77 
PA Teen hen BP 
=01)+01)+01)+ 0A) 


was zu beweisen war. 


gs 236. 


Hinreichende Bedingungen für die Konvergenz in einer 
gegebenen Halbebene. 


Obgleich in $ 238 ein allgemeinerer Satz (54) bewiesen werden ” 
wird als der folgende Satz 52, möge doch zur Illustration der etwas 
schwierigen Beweismethode dieser wichtige Spezialfall vorangeschickt 
werden. 

Satz 52: Es seı für jedes d > 0 
a, 307 Ole‘), 


also” die Reihe 
(1) Duo 


1) Nach Hilfssatz 1. 
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_ für 6>1 absolut konvergent. Die hier durch die Reihe de- 
finierte Funktion f(s) sei für 6>n regulär, und bei jedem 
festen d>0 sei für o>n gleichmäßig 


fs) = O(|t]°). 
Dann ist (1) für 6>n konvergent. 
Beweis: Für >21 


ist der Satz trivial; es darf also beim Beweise 


n<i 
angenommen werden. 
Es ist für jedes „> n die Konvergenz von 


oo 
NR 
Dia,e 
| 


zu beweisen, oder, was ganz dasselbe ist, die Existenz von 


nt 


. 1 AnY 
lim Da,e "= lim Ze WR 
m=zon=1 


m= © 2, 


übrigens bedarf dies nur für n <y<I eines Beweises. 
Da die Dirichletsche Reihe 


Ham ae ste. 
a 


füro=1—n wegen 





IHy—n>I 
absolut Eh ersiert, ist nach Satz 46 
m L— Be 
2 mi Da,e — lim le 2 f(s + y)ds. 


n=1 I-n—wi 


Diese Identität genügt allerdings nicht für den vorliegenden Zweck; 
man hat jedoch genauer nach der (im Beweise des Satzes 46 vorge- 
kommenen) Formel (1) des $ 231 für ©>0 die Abschätzung 

| I-n+wi x 


Sr + na - 2m Da, en! | 


n=1 





In —wi 


> )(a-n) 


oo 
m—In)(I-n) (wy—1 
2 .r4 e ("m n ] 2 4 2 em in 
Re >’ a,|e 4 , yr >’ ja„|e 
@ Wy h, Q n Um 


n=1 n=m+1 


Br 2 em) = etnlity-m 
San @ > 1a, wa m]. 


a 
nl 
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Wegen „Yon 
ol) 


ist 
> 7 fa 
la, |e='n@+r-m Bi ol. An ("+ 2 )): 


also ist nach dem Hilfssatz 3 des $ 235 die von © unabhängige Summe 


| e'nlt+y-n 
> A, 
ae WW A, | 


mt 





unterhalb einer auch von m unabhängigen Schranke gelegen. Falls 
also © irgend eine positive Funktion von m bedeutet, ist 


l— HT 
m 
e” wm (l- n) 
, 


. wel 7 
(2) 2mi > an. nY — 
n=1 I—-n-wi 
wo die Abschätzung sich auf ganzzahlig wachsendes m bezieht. 
Ich setze nun für ® eine solche Funktion von m, daß ® und 


Pc: 
Re B an De: 
sogar (für einen späteren Zweck) »2 stärker als em m 


wird; ich setze nämlich 











unendlich 
H em m 
Dann ist nach (2) 


midi (rer nas+ol). 
n=1l iI-n-wi 


Es werde nun der Cauchysche Integralsatz auf den Integranden 


em $ 


—f(s+») 


und das Rechteck mit den Ecken 1 —n-+ vi, — I + @i angewendet, 


l— 2 


auf und in welchem der Integrand nach Voraussetzung bis auf den 
etwaigen® Pol s=(0 mit dem Residuum f(y) regulär ist: 


-7 Va . ea! 
I-n+wi ug 2 = 


Sn nas=2rifßp)+ ren + [rot na 


I—-n—- wi Ii-n—- wi PR: ae! 





—- wi 


(4) I—-n+wi 


= 


REN 3 
_— — +wi 
2 








1) Für fy) =0 ist s=0 eine reguläre Stelle, also die folgende Formel (4) 
auch richtig. 
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Nach Voraussetzung ist”) für 6>n gleichmäßig, also für 6 > Be 
gleichmäßig R 
fo = ol), 


d.h. für 6>— 7" gleichmäßig 


4 
f6 +9 ol); 
der Integrand ist also im ersten und dritten Integral auf der rechten 
Seite von (4), deren Weglänge fest ist, gleichmäßig 
em (in) — e’m(l— N) 
Dr) =0 2) 


-F um(i- 3) 





> ol. Ä 
= o(l); 


diese beiden Integrale haben also für m = oo den Limes 0. Aus (3) 
und (4) folgt daher 


| 





# En 2 +wi 
h nn «2 em 
(8) Beil Dan i -10)) f7 alz f(s+y)ds + o(l). 
N 


Nach Voraussetzung ist nun für jedes 0 > 0 auf der Geraden 
en 


ir 2 


fe+n) = 0(t9); 
daher ist für jedes feste d > 0 


em ® —_ U em 0 
AN Elle o(: : fa) 
1 / 


ren 
2 


"— wi 





Wird hierin z. B. 





‘ 1) Ich verwende vorläufig die Voraussetzung mit O(t)9) nicht in vollem 
Umfang. 
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gesetzt, so ist bewiesen, daß 





I rns+nas= ou 
Pr AN 


wi 


ist. Nach (5) ist daher 


Sa, "=f(y)+ ol), 


Nn= 


d. h. die Reihe 


konvergent (und natürlich — f (Y))- 

Damit ist der Satz 52 bewiesen. 

Mit Rücksicht auf die Analogie zum späteren Satz 54 habe ich 
den Satz 52 in der obigen Gestalt formuliert. Nachträglich läßt sich 
leicht zeigen, daß die Annahme 


0, O(e*°), 
welche absolute Konvergenz von (1) für 6>1! bewirkte, fallen ge- 
lassen werden kann, wenn nur überhaupt die Reihe (1) ein Konver- 


genzgebiet besitzt. Ich behaupte also jetzt den 
Satz 53: Es seı 


() Zac’ 
n=i 


in einer gewissen Halbebene konvergent. Die hier durch 
die Reihe definierte Funktion f(s) sei für 6>n regulär, 
und bei jedem festen d>0 sei für 6>n gleichmäßig 


fi) = OL). 
Dann ist (1) für 6>n konvergent. 
Beweis: Es sei H irgend ein solcher reeller Wert, daß (1) für o>H 
konvergiert; dann ist für alle d > 0 
Ye O (er). 


Ich setze 


so daß bei jedem ö > 0 
a, = O(e"‘) 
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ist, und führe statt s die neue komplexe Variable 
=s—H 
=6+tüi 
ein; dann ist die für 0’ >] durch 


oo 
fo) -Za,e""' 
n=1 
> in 
n 
ne 


oo 
A 
| 
[0°] 
[43 
=i 


y) ’ 
 — Ans 


(6) 


definierte Funktion für 6° > n — H regulär und bei gegebenem ö > 0 


| 





gleichmäßig — (|) 
= 08). 
Daher konvergiert nach Satz 52 die Reihe (6) für 
oe >n-H, 
d. h. die Reihe (1) für 
01. 
S 237. 


Hilfssätze aus der Funktionentheorie. 


Erster Hilfssatz: Es möge die analytische Funktion F(s) 
folgende Eigenschaften haben: 

l. Sie ist regulär im Gebiet 0, So <o,t>h, w0 0,6, 
fest und , >o, 4 > ist. 

2. Auf dem Rande dieses Gebietes, d.h. auf der endlichen 
Strecke 6, <o<o,, t=t, und auf den unendlichen Strecken 
‘—6,L:>L, sowieo=6,t>t, ist 
a) IF) <C, 
wo ÜC eine Konstante ist. 

3. Im Streifen 0, <o<o, ist gleichmäßig 


(2) F(s) = 0(f), 
wo c eine Konstante ist). 


1) Natürlich genügt es, wie der folgende Beweis zeigt, vorauszusetzen, daß 
für jedes d > 0 gleichmäßig 
Fe) = 0(e‘) 
ist. 
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Dann ist im ganzen Bereich 0, <o<o,t>t, 
Fee. 
Beweis: Es sei & irgend eine positive Konstante. Dann ist die 


Funktion 
Gis) eng) 


für 65, <So<o,, t>t, regulär. Ebenda ist wegen 4, > 0 


(8) les) 

<[F)l- 
Insbesondere auf dem Rande des Gebietes ist also nach (1) 
4) |< C. 


Andererseits ist wegen (2) und (3) im Streifen 6, <o<o, gleich- 
mäßig 

CS] lest); 

also ebenda gleichmäßig | 


(5) lim GIsYd. 


Jeder Punkt im Innern des Gebietes 6, <o<o,, t>t, läßt sich 
also nach (4) und (5) in ein Rechteck mit den Ecken 65, + Li, 
6,+ tbyi, 6, + ht, 6, + ti? einschließen, auf dessen Rande 

El <l 


ist; £, braucht dazu nur hinreichend groß gewählt zu werden. Daher 
ist für jeden Punkt des Gebietes 


IE)I<C, 
also nach (3) 

IF(s)|< Ce, 
Da dies für alle e>0 gilt, ist 

IF) C, 


was zu beweisen war. 
Zweiter Hilfssatz: Es sei 
0,< 065, 
und eine analytische Funktion f(s) habe die Eigenschaften: 
1. f(s) ist regulär für 0, <0<®,. 
2. Für 6=6, sei 
(6) fs) = O(EN), 
wo k>0 konstant ist. 
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& Hür’o= 0, sei 
() fs) = O0). 
4. Für 0, Sco<o, sei gleichmäßig 


(8) | fs) = OdE), 
wo c konstant ist. 
Dann ist für 6, <o<o, gleichmäßig 


(9) rc) = ollefa-e). 


Der Exponent nimmt linear von k zu OÖ ab. 
Beweis: Wir nehmen die spezielle Funktion 


k 
(a 


I) = — 
sin re s) 


k 
E08) lo 
a s)logs 


: ak 
sın Prammpn (6, 5? 6,) s) 
zu Hilfe, welche für reelle s> 0 durch den reellen Logarıthmus defi- 


niert, in der längs der reellen Achse von 0 bis — 00 aufgeschnittenen 
Ebene meromorph ist und insbesondere regulär für 


5, <o<o, t>oO 








(10) = 


und 


BB de.0n, ZU, 
Für 65, <o<o, ist gleichmäßig bei wachsendem positivem £ 


ll oe iliogtotin) 


(0, — s)logs EI 


ren (ler +Zi+ 0(2))) | 


9,—0 
2 E 
za 


k zt 
Ser ((- oJlogt+5t+ 0) 


sek 09-0 


Be 
(19) er 2203) N 994,00 








1) Die Annahme | 
| fe) = 0(e*") 
bei jedem $ >0 würde genügen. 
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Andererseits ist 


1 2 


| 
— | = 
E ak | 
= ee Ss 5°) | 
im Nenner der rechten Seite hat das erste (Glied wegen 


sk j 
2 (0, — 01) 





stk zu k 
EI 








sık 


RITA? 








gleichmäßig für £= oo den Limes 0; der Quotient des zweiten Gliedes 
durch % 


2 (0, — 0)) 
e\% ı) 


hat den absoluten Betrag 1. Daher ist für 6, <o<co, gleichmäßig 


bei wachsendem positivem ? 
stk 
1 2-0) „0W 
(12) ck 23 SIE 
sin (5, Jar 


2 (0, — 6,) x 
Aus (10), (11) und (12) folgt für 6, <o<o, gleichmäßig bei 


wachsendem positivem £ 





„a0 


g9(s) = DR -0 Pi 





also bei wachsendem |?| 


on ,O0 
tl ; 
d. h. es gibt zwei positive Konstanten A ne b derart, daß für 
<<, {>21 


(13) al R<Ieel<Blil 


1st. 





Ich setze nun 
38 el. 


Diese Funktion erfüllt, {, = 1 gesetzt, alle Voraussetzungen des ersten 
Hilfssatzes; denn erstens ist g(s) für 0, <o<o,, t>1 von Null 
verschieden, also f(s) ebenda regulär. Zweitens ist für o=6, und 
wachsendes ? nach (6) und der ersten Hälfte von (13) 


1% 
Fo) = (5) 
t 9-0 


Tr od), 
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ferner für 6= 6, und wachsendes t nach (7) und der ersten Hälfte 


von (13) 
F(s) = Ak = 25) 
n 0a — 01 


=.0(1). 
Drittens ist nach (8) und der ersten Hälfte von (13) für 0, <o<o, 








gleichmäßig 
Fi) = (ve =) 
aa 
-0() 
= 0(°). 
Nach dem ersten Hilfssatz ist also für 6 <o<o,t>1 
47 (s) ns od), 
folglich in Verbindung mit der zweiten Hälfte von (13) für o, <o<o, 





fe 01. =>) 
Ganz ebenso ergibt sich für 6, <o<o, und negatives t 


9 = 0-9 °°), 


also zusammenfassend die Behauptung (9). 


S 238. 
Hinreichende Bedingungen für die Konvergenz in einem 
Teil einer gegebenen Halbebene. 
Satz 54: Es sei für jedes d > 0 


ze O (er), 
also die Reihe 


(Ü) Da,c 


für 6 >| absolut konvergent. Die hier durch die Reihe 
definierte Funktion f(s) sei für o>n regulär; ein festes k>0 
sei so beschaffen, daß für 6>n gleichmäßig 

fl) = Oli) 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 55 
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ist. Dann ist (1) für 





konvergent. 
Natürlich enthält dies den Satz 52; denn unter seinen Voraus- 
setzungen ist nach Satz 54 die Reihe (1) bei jedem d>0 für 


nt ol 


ee 





d.h. eben für 6>n konvergent. 
Beweis: Da für 7 >! der Satz wegen 


n+kl_ I+kl 


Itk=if% 
—| 


trivial ist, darf 7n <! angenommen werden. Alsdann ist der in der 
Behauptung auftretende Wert 





n+kl _Ii+kl 
IH EIER 
aber 

nt kl STE 

1+k 1+k 

Es sei 

ntkl, 
vay> KRSTGRE 


dann ist die Existenz von 
m 

lim DIa,e- 47 — lim >> ae in? 

el M=X Ay<Uum 
zu beweisen. 

Ich verstehe unter &<y— n und g positive Konstanten, über 
die noch verfügt werden wird, und setze 
© —= ©(m) 


— eWmI, 


Wie beim Beweise des Satzes 52 (damalige Formel (2), wo jetzt 
y— e statt n geschrieben wird), ist hier” 





1) In der Tat ist hier f(s-+y) eine für 6—=1—y- e absolut konvergente 
Dirichletsche Reihe. 


.$ 238. Konvergenz in einem Teil einer gegebenen Halbebene. 855 











I—-y+e+wi 
C 


m 


2zi > ae nt — ji es f(s+r)ds+0 ( 











[0] 


$ 
n=1 I-y+e— wi 


I-y+e+wi 
(2) Zu N ..- f(s + y) ds + 0 (ER TIZEEN N 
I-y+s—wi 
Es werde nun der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken !-y+e+ot, n—y-+e+t wi angewendet, auf und in 
welchem wegen 


mM-+)+r=nH+E 


>n 
und 
Ver): 
I—-y+s>0 


der Integrand mit eventueller Ausnahme des sicher darin gelegenen 
Punktes s—= (0 regulär ist. Unter allen Umständen liefert (2) 





= A se 

2mi| Da, nr — f(p)) = Oleme=r-9+9) + JR ——fls+y)ds 

nl I-y+e-wi 

Name t,Ds I-y+te+twi 
ae J — fle+r)ds+ — f(s+y)ds 
n—-ytE-wi n-y+te+wi 

(3) — Olemer- HN) +++], 

Hierin ist | @ 


1-0 (mr (as 
1 


— ( (e!m- +9 @) 
(4) — O(etmn=rtkgte), 
Zur Abschätzung von J, wende ich den zweiten Hilfssatz des 
$ 237 an: Auf unser f(s), 
YHeNdtE, 
,=1l-+e. 
Seine Voraussetzungen sind offenbar erfüllt. Also ist im Intervall 


nte<6<1!+e gleichmäßig 
| ce 
9 = olje 5% 


65° 
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d.h. fürn —py+te<o<i—y+ e gleichmäßig 





un) 


f6+9)- ol a) 











Daher ist 
I—-y+te 
gem © al bu: 
{0} 
ae de it: 
Ii—-y+E 
kg k 
um (0 1— + -1+ 2 0 7+9)o) 
m of e ( a ( ı—n do, 
n-y+te 


also, da die lineare Funktion von 6 im Exponenten ihren größten 
Wert am Anfang oder Ende des Intervalls erreicht, 


um(n-yY+tE ESF N TIER um(l-y+te Pit dia: lee Sun} 
2 ,) er + OÖ 5 BEER, I-n 
[0] 10) 











ne 


— Oo Ga a2 O (em ert9h) 
(5) = O(e’nı=r+@-dste) | Q(lemerr=at9), 


Das erste Glied rechts in (5) ist gegen die Abschätzung (4) von I, 
zu vernachlässigen; das zweite kam schon in (3) vor. 

Da I, aus Symmetriegründen dieselbe Abschätzung (5) liefert, 
ergibt sich aus (3), (4) und (5) 


m 


(6) EEE Fe f(y) Br Ölen In ef Oo (em SR ; 
n=i 


9 werde nun so gewählt, daß beide Exponenten gleich werden; 
d. h. es werde 
Fe, 
AST 
gesetzt, was wirklich positiv ist. Dann ist jener gemeinsame Wert 
der Exponenten in (6) 


] N _nnkl 


Les 
I TATE e 


also bei passender Wahl des positiven & negativ, womit der Satz 54 
bewiesen ist. 


1) Wenn sie konstant ist, erreicht sie ihren größten Wert überall, also 
gewiß auch in den Endpunkten. 
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Er läßt sich wegen 
| a el 


1+k 1-+k 
für n<l auch so interpretieren. Wenn 
a= Ole” ’) 

ist und f(s) über / hinaus in einem Streifen der Dicke D regulär 
und O(|t|®) ist (k > 0), so ist die Reihe (1) über 7 hinaus in einem 
Streifen der Dicke Ich konvergent. 

Satz 55: Es seien alle Voraussetzungen des Satzes 54 er- 
füllt und außerdem 


+ kl<d. 
Dann konvergiert die Reihe (1) für 
o>n+kl. 
Für 
n+kl>0O 


wäre dies auch richtig, aber nichts Neues, da alsdann 


nt kl 
ne 





n+ kl 
ist. 
Der Satz 55 besagt wegen 
I-n+k)=D-—kl 
die Konvergenz über / hinaus in einem Streifen der Dicke D— Kl. 
Beweis: Es sei ß die Konvergenzabszisse von (1); wenn 


P=—-%x 


ist, ist die Behauptung trivia. Wenn ß endlich ist, ist für jedes 


o>0 
A, nu Ole) } 
Ich setze 
—AnPß 4 
a„e =q, 
so daß 


d = O(er?) 
ist, und führe statt s die neue komplexe Variable 
s=s—Bß 
-=o + 
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ein. Dann ist die für 6’ >! durch 


fo) = Ze" 
n=1 


& II NR 


definierte analytische Funktion von s’ für 
regulär; für 
e>n—ß 
3) = Oli) 
| = ON): 
Daher konvergiert nach dem Satze 54 die Reihe (7) für 


REN IER, 
ea 


ist außerdem 


also die Reihe (1) für 
n—Pp+kl 


ee at 





Daher ist 


— kl 
B< "TE +B, 


n—P+kl 
een ie 
Bsn+tkl, 
womit der Satz 55 bewiesen ist. 


Aus dem Satz 54 ergibt sich noch eine interessante Folgerung: 
Satz 56: Es seı für alle do >00 


a, = Ole’n 2) 








aber für kein ge>0O 
m OlezmR); 


mit anderen Worten, es sei 


lım sup a —=(. 


n=% n 
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Wenn E>liıst und füro>!- E 
fs) = O (lt) 


e 
1 


ist, so ist 


BE 


Beweis: k darf > 0 angenommen werden. Nach dem Satz 54, in 
welchem 7 = 1 — E gesetzt werden kann, konvergiert die Reihe (1) für 





I E-+KkI 
RSS IE ER 
1 E., 
ENT? 
wäre nun 
et 
so wäre jene Schranke 
E E 
TE 
=0: 


also wäre für ein gewisses & > 0 

U Ölen ‘), 

gegen die Annahme. | 
Die Sätze 54 und 55 besagen zusammenfassend die Konvergenz 

von (1) für 


ar kl 
o > Min. I n+ kl), 


Sie lassen sich leicht in eine Form setzen, in der auf die Annahme 


a, = O(er°) 
verzichtet wird: 
Satz 57: Es seı die Reihe 


(1) Fa ares Am: 
a! 


für 6> H konvergent. Die hier durch die Reihe definierte 
Funktion sei für 6 >n regulär, und für 6 >n sei gleichmäßig 


fs) = O(It9), 
wo k>0 ist. Dann ist (1) für 
o>ny+kl 


konvergent. 
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Beweis: Wenn 
BR Beh 
a,ehn7=q,, 


=s—H 
=6 +fü 
gesetzt wird, ist mit Rücksicht auf 
a, = 0 (e&n°) 
die durch 


> a),e- ns 
n=1 
definierte Funktion von s’ für 0 >n— H regulär und gleichmäßig 
= Oo(t) 
=:0(1%.9. 


Nach den Sätzen 54 und 55 konvergiert also die Reihe 





für 
‚ — k 
6°> Min. (II, — H+Äl), 
d. h. die Reihe (1) für 
; — H-+kl 





- k(H+D) " 
— Min. (IF I n+ kl) 


Das Teilresultat 








n+tkH+) 
Ber tk 
ist hierbei wertlos. Denn 
1. ım Falle 
n+tkl>H 
ist 
n+kH+kl>H+kH, 
ntkH-+D) . 
er 
2. ım Falle 


n+kI<H 
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ist 
7 _N-Htkl 
eNerERe 
N sr, kl = AR Sag y 
Das Ergebnis lautet also: (1) konvergiert für 
o>n-+kl. 





Einundachtzigstes Kapitel. 


Anwendungen. 


8 239. 


Darstellung von Dirichletschen Reihen, welche in einer 
Halbebene nicht verschwinden. 


Dieser Paragraph stellt eine Anwendung des Satzes 53 dar. 
Nach dem Satz 18 läßt sich jede für 6 > « konvergente und ein 
absolutes Konvergenzgebiet besitzende Dirichletsche Reihe 


[ee] 


f(s) a ie 


wo (ohne Beschränkung der Allgemeinheit) a, —+0 ist, ohne daß die 
l, Einschränkungen unterworfen sind, in einer gewissen Halbebene 
6>G in die Form 

© fi = htm 


Setzen, wo 
(2) 9) = Zb,erin' 


eine dort absolut konvergente Dirichletsche Reihe ist.” Der Beweis 
zeigte die Gültigkeit von (1) nicht etwa für 6 >« und konnte es 
auch nicht, da ja z. B. beim Vorhandensein einer Nullstelle von f(s) 
in der Halbebene 6 >« die durch g(s) für 6 > @ definierte Funktion 
nicht einmal für 6 >« regulär ist. Es besteht nun aber, falls, wie 





1) Ich schreibe mit Absicht statt A hier einen anderen Buchstaben. 

2) Umgekehrt definiert natürlich im Falle des Vorhandenseins eines absoluten 
Konvergenzgebietes von (2) die rechte Seite von (1) eine ebenda absolut kon- 
vergente Dirichletsche Reihe. 
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stets in diesem Teil, die A, (nicht die /,) bis auf weiteres (bis zum 
Satz 60 einschließlich) die Einschränkungen des $ 235 erfüllen, der 
merkwürdige 

Satz 58: Wenn die Reihe 


je 0] 
Say 
n=1 
für 6>Pß konvergiert und von Null verschieden ist, so ist 
die Reihe % 
7 —/An$ 
PS 
n=1 


für 6>Pß konvergent. 

Das Überraschende liest darin, daß ja bekanntlich aus der Regu- 
larıtät einer Funktion für 6 > ß und ihrer Entwickelbarkeit in eine 
Dirichletsche Reihe für 6 > @ keineswegs die Konvergenz dieser 
Reihe für 6 > folgt. 

Der Satz 58 umfaßt den Fall A,=logn, also auch den Fall 
I„=logn, d.h. den Fall, daß die Reihe f(s), von der man ausgeht, 


vom Typus > 
Un 
BO 
n=1 
ist. 


Ich beweise an Stelle des Satzes 58 gleich den allgemeineren 
Satz 59: Es sei die durch die Reihe 


x 


(8) Da,e 


n=1 
in ihrem Konvergenzgebiet definierte analytische Funktion 
f(s) für 6> ß regulär und von Null verschieden; es sei ferner 
bei festem d>0 für 6 >Pß+6 gleichmäßig 
fae'= o(Itl‘) 


mit einem konstanten k oder auch nur gleichmäßig 


fe = Ole") 


mit jedem konstanten g; dann ist die Reihe 


(4) DIR SE 


n=1i 


für 6>Pß konvergent. 





1) Daraus folgt gewiß, daß, wenn die Reihe (2) ein Konvergenzgebiet besitzt, 
die formal nach (1) gebildete Reihe f(s) ein absolutes Konvergenzgebiet: hat. 
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Es wird also bei Satz 59 nicht mehr Konvergenz von f(s) für 
6 > vorausgesetzt. Der Satz 58 ist offenbar hierin enthalten, da 
nach Satz 45 aus der Konvergenz von f(s) für 6>Pß im Gebiete 
o>ß+6 die gleichmäßige Gültigkeit von x 


fie" = o(lt|) 
folgt. 
Beweis: Es seien d>0 und e>0 fest. Für 6 >ß+d6 ist 


re <ae”; 
wenn g(s) die durch die Reihe (4) für > @ definierte, für 6 > ß 
reguläre Funktion bezeichnet, ist also für co >ß+6 


le ® Re 





<Gge 
re 
RI)<EHit], 
also für 6 >ß+6, | >1 





(5) Rus) <eslil. 
In die Formel des $ 753 
(6) FI <|IFC)| + RE) TER + 2A 
setze ich ein: 
F(s) = 9(8), 
Hs hTtt, 


wo 6, eine fest oberhalb +20 und oberhalb der Grenzgeraden 
absoluter Konvergenz von (4) gewählte Zahl ist, 


r=-ß—0 
und 
| e=%-P-— 20. 
Für | >1+0,-ß-—06=1t, gehören alle Punkte u, v des Kreises 
|s— s,|<r dem Gebiet 
u>ß+ö, bj21 


IRF(s)| < %, 
SF) <% 
und der aus (5) fließenden Abschätzung 
A<s(E rn B— 0) 
<cglt|’ 


an. Wegen 
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ist nach (6) im Kreise |s— s,| <o, also speziell für s=-o+tti, 
P+29<o<o, tt 








Ol<at+ se + 2a, 
ae 
Außerdem ist natürlich fürrs=6 +ti, 0 >o, t>% 
sI<egltl”. 


Daher ist, was auch das feste positive & sei, für 6 >ß+ 20 gleichmäßig 
= ol). 

Nach dem Satz 53 ist also die Reihe (4) für 6>ß-+ 20 kon- 
vergent, d.h, dad > 0 beliebig klein war, für 6 > ß, und der Satz 59 
ist bewiesen. 

Eine interessante Folgerung ist der 

Satz 60: Es habe die Dirichletsche Reihe (3) die end- 
liche Gerade o6—=y als Grenze der absoluten Konvergenz; 
die durch (3) definierte Funktion f(s) sei auf dieser Geraden 
und darüber hinaus in einem Streifen von größerer Dicke 
als , d.h. von der Dicke! +6, wo d >0 ist, regulär, und es 
sei für 6>y—I!-—6 gleichmäßig | 


fie = o(e‘"); 


dann gehört der Halbebene 6>y—1— 06 mindestens eine 
Nullstelle der Funktion /(s) an. 
Beweis: Wäre füro>y—I—06 
fs)#+0, | 
so wäre nach dem Satz 59 die Reihe (4) für 6>y—1-—0 konvergent, 


also für s—y ze absolut konvergent; folglich wäre die Reihe (3) 


fürs=y Z absolut konvergent. Damit ist der Satz 60 bewiesen. 
Er gilt, insbesondere für Reihen des Spezialtypus 


x 


f)- > 4- 


W 
nl 


Es ist nieht ohne Interesse, für diesen Typus”, wenn obendrein die 
Voraussetzung 2]? 
fi) 0le) 


1) Man vergesse nicht, daß a, von Null verschieden angenommen war. 
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durch die mehr verlangende. 


fa) = O(t]) 
bei einem k >O ersetzt wird, einen einfacheren Beweis anzuführen, 
welcher den Satz 59 nicht benutzt und damit die Heranziehung des 
Satzes aus $ 73 vermeidet. 
Es gibt ein G >y, so daß g(s) für 6 > @G absolut konvergiert; 
dann ist für jedes ganzzahlige m > 1 die Funktion 
1 1 


= (8) 
(f))” Su ä 


für 6 > G regulär und in eine dort absolut konvergente Dirichlet- 
sche Reihe f,(s) vom Spezialtypus entwickelbar). Wäre nun der 
Satz falsch, d.h. wäre fürc>y—1-—6 


fs)+0, 
so wäre die durch die Reihe definierte Funktion f,,(s) füro>y—1-—6 


regulär und BE 
ol r). 
Nach dem Satz 57 konvergiert also die a Reihe f,,(s) für 
ee 


m’ 


Öö 


d. h., wenn nur das m hinreichend groß gewählt ist, für oe >y—1—-, 


also alsdann absolut für s=y — a Alsdann wäre aber auch die 


Reihe für 3 
9)” = f(8) 


Kun Sy — 2 absolut konvergent, entgegen der Definition von y. 


1 
1) Daß (f(s))" in eine solche Reihe entwickelbar ist, läßt sich natürlich 
auch ohne Einführung des g(s) nach dem binomischen Satz genau so begründen, 


wie beim Beweise des Satzes 18 die Darstellung von f(s) als e 9) begründet 
wurde. Für alle hinreichend nn co ist nämlich 


| #|+ <lalı 


E 


also durch Anwendung der Binomialreihe 
1 1 


(+++ "a" (i len au e4+)+), 


ma 








wo beliebig umgeordnet werden darf. 
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Beispiel: Es sei y(n) ein Nicht-Hauptcharakter nach irgend 
einem Modul und & S 
Es an 


unsere alte, für 6 > 0 und nicht weiter konvergente, für o6>1 und 
nicht weiter absolut konvergente Dirichletsche Reihe. L(s) defi- 
niert, wie wir in $ 124 ohne Benutzung der viel tiefer liegenden 
Funktionalgleichung durch partielle Summation bewiesen haben, eine 
für 6>— 1 reguläre Funktion, die zufolge der damaligen Formeln 
offenbar für 6 > — 6, wo O<d<1l und d fest ist, der Abschätzung 


L(s)= O(t) 


gleichmäßig genügt. Der Satz 60 (und zwar sogar sein zuletzt ein- 
facher bewiesener Spezialfall) besagt also, daß nach Annahme eines 
ö>0 die Funktion nicht für 6>—Ö von Null verschieden sein 
kann. Wir hatten seinerzeit in $ 130 die Existenz der nicht trivialen 
Wurzeln von L(s) nur vermittelst der Funktionalgleichung erschlossen 
(auch die der trivialen, welche jedoch direkter festzustellen gewesen 
wäre). Im Falle 


Kl 
ist nun die triviale Wurzel O0 vorhanden; aber im Falle 
AED Ko = 


ist ja OÖ keine Wurzel, und doch haben wir hier als Anwendung 
unseres allgemeinen Satzes für jedes d>0 die Existenz einer der 
Halbebene 6 > — Ö angehörigen Wurzel der Funktion L(s) erschlossen. 
Wir wissen von früher, daß jede solche Wurzel, wenn nur do <[1 ist, 
in Wahrheit dem Streifen 0<6<l1l angehört. 

Nun wollen wir aber über unsere spezielle Funktion L(s) aus 
dem Satz 58 auch etwas Neues herausholen. Es bezeichne © die 
obere Grenze der reellen Teile der Nullstellen von L(s). Zufolge der 


Funktionalgleichung ist 
ee 


denn sonst wäre L(s) für +<0<l von Null verschieden, also alle 
nicht trivialen Wurzeln dem Streifen O<o<3 angehörig. Wenn 
aber 6, + t,i eine Wurzel von L(s) in diesem Streifen ist, so ist 
1— 0, — t,i eine Wurzel von L(s), also 1—6,+ ti eine von L(s), 
und die Annahme war falsch. 

Es sei andererseits ©’ die Konvergenzabszisse der zu 


fi) = L6) 
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gehörigen Funktion 


welche die Gleichung u 
- f(s) — 098) 
jedenfalls für 6 >1 erfüllt. Dann ist gewiß 
= 2-TT, 
da aus 
9°<® 


das Nichtverschwinden von L(s) für 6> ©’ folgen würde Nach 
dem Satz 58 ist andererseits die Reihe g(s) für 6 > © konvergent, d.h. 


9.0, 
= ©). 
Die Reihe 


SELBER 


m mp" s 
p,m 


konvergiert also genau bis zur oberen Grenze der Abszissen ihrer 
singulären Punkte; d. h. sie konvergiert in der größtmöglichen Halb- 
ebene, welche innen keinen singulären Punkt enthält. 

Dasselbe behaupte ich von der Reihe 


an 


0-9'>1 


Wegen 


ist zunächst klar, daß diese Reihe eine Konvergenzabszisse < © hat; 
ich habe also nur zu zeigen, daß in jeder Nähe der Geraden 0 — 9 
ein singulärer Punkt liest. Nun ist für 6 > © 


In - log sE (s) — II ne R, (s), 





wo R,(s) für 0 >; regulär ist. Da en wieder ein Öharakter ist, 
dem L,(s) entspreche, ist für 6 >$ 


Du — log L,(2s) + Ry(s), 
P 
wo R,(s) für 6 >+ regulär ist. Daher ist für 6 > © 


x — log L(s) — log L,(2s) + R;(s), 
p 
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wo R,(s) für 6 >3 regulär ist. Im Falle @>#% ist wegen 20 >1 
klar, daß nach passender Annahme eines do >0 fürro>@®—d0 


— 3logZ,(2s) + R,(s) 
regulär ist, also im Streifen 0 —ö6 <6<® die durch 


x(P) 
D- 


definierte Funktion mindestens einen singulären Punkt besitzt, nämlich 
eine passend wählbare Nullstelle von L(s). Im Falle @=$ ist auf 
der Geraden o6—= © mit etwaiger Ausnahme” des Punktes s=% die 
Funktion 
— 310g 2,(2s) + By(9) 
regulär und auf dieser Geraden log L(s) unendlich oft singulär. Damit 
ist die Behauptung in jedem Falle bewiesen. 
Im Anschluß erinnere ich daran, daß im $ 93 analog festgestellt 
war, daß die Dirichletsche Reihe für 
20 
2 + 8 
genau bis zur oberen Grenze der Abszissen ihrer singulären Punkte 
konvergiert. 
Ob dies auch für die Reihe auf der rechten Seite von 


der Fall ist, weiß ich nicht und werde im nächsten Paragraphen mit 
viel mehr Mühe viel weniger herausbekommen. 

Es versteht sich von selbst, daß die Sätze dieses Paragraphen 
auch so formuliert werden können, daß von a-Stellen statt von Null- 
stellen gesprochen wird. 


S 240. 


Spezielle Untersuchungen über die Riemannsche 
Zetafunktion. 


Satz: Es ist für O<o<[1 gleichmäßig 


- ol = ig 


1) x’(n) kann ja der Hauptcharakter sein. 
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Vorbemerkung: Für unsere Anwendungen auf Dirichletsche 


Reihen würde übrigens 
1-0 


re 


(für alle d> 0) genügen; aber auch das hatten wir keineswegs in 
$ 228 schon gehabt; sondern unser damaliges Resultat lautete 





er 
&(s) = o(? ) N 
Ar Mil für a 1: 
Beweis: Für 6=1 ist nach $ 46 
&(s) = Ollog). 


Daraus folgt für = (0 nach der Formel 
1 


Ele +m)]=]ElL-0+1m)]0l® ) 
des $ 228 weiter: 


&(ti) = O(Vtlogt), 
d.h. für o = 


Es) = OlF legt). 


Es bezeichne logs den für s>0 reellen, in der Halbebene 6 > 0 
exkl. s=( regulären Zweig, und es werde 


5 
on —f(s) | 
gesetzt. Dann ist f(s) bis auf den Pol (zweiter Ordnung) s=1 für 
o>0 exkl. s=0 regulär; weil für O<o<1 gleichmäßig 
1 1 
3 ig) 
ft) = OYt), 
ri-+t) = 0() 
und für O<o<1 gleichmäßig” 
fs) = 0@). 
Nach dem zweiten Hilfssatz des $ 237 ist daher für O<o<1 


gleichmäßig 


ist, ergibt sich 


f= ol? ), 


1) Übrigens kann hierin ce nach $ 228 jede Zahl >14 bedeuten. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 56 
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also wegen der dort gleichmäßig gültigen Relation 
log (6 + ti) = O(logt) 


gleichmäßig ie 


&(s) = ol : logt), 





was zu beweisen war. 
Satz: Wenn die PET Vermutung 


Eis) + Or Fruroren 
wahr ist, so ist für festes 7 des Intervalls 
3 <n<i 
und jedes feste d>0O in der Halbebene o >n gleichmäßig 


Beweis: Unter Annahme der Richtigkeit der Riemannschen 
Vermutung definiert 


Z(s) = log£(s) 


eine in der Viertelebene 6>%,t>0 reguläre Funktion. Ich ver- 
stehe unter & eine beliebige feste Zahl derart, daß 


EEE, 
ist, und wende, {> 2 angenommen, die Ungleichung des $ 73 » 


RFO>—|RF)I TE — 24,8 


= Q 
an auf: 
F(s) = Z(s), 
s-1l+t:+t, 
u 
la en 


Es ist 
| IRlog&(s)|<c, 


und, weil alle Punkte des Kreises |s—s,|<r der Halbebeneo>4+ 
eknavan in welcher für {>1 


El <af 
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ist, für >2 le 


<6GH+3logt. 
Also ist speziell für n<o<1+s,1>2 








Rlogile+h)>— ee, + log) 
Inte 
— — ET logt—c,, 
1&(s gr ti)| — er De (Ei) 


1 x 1—-n+e 
et 2n—1-2e 
C- 


Es ist daher für n<o<1+- e gleichmäßig 
1l—-n+te 
1 Inz1-mle 
TOM ol HR ) 
also für 6>n gleichmäßig 


1 ( 1-n+e ) 
N? 2n—-1-—-2: 
a CuAma2ı. 
Da dies für jedes positive e<n— + gilt, ist für jedes feste d > 0 in 
der Halbebene 6 > n gleichmäßig 
In 
a (: 1 +8) 
5(8) } 
wie behauptet. 


Satz: Wenn die Riemannsche Vermutung 
es) 0 für >t 
richtig ist, ist die Reihe 








Sa un) 
6 Den 
über die Gerade o —1 hinaus und zwar mindestens für 
6>2Yy2 —-2=0,82:.-konvergent. 
Beweis: Der Satz 54 wäre für jedes n des Intervalls 2 <n<1 
anwendbar auf i 
f(s) er, (9? 





ST: 
ö ‚_ı1-—n 
SE RR 


56° 
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in der Tat wäre nach dem Obigen für 6 > n gleichmäßig 


9 -olum-it) 


Der Satz 54 ergibt also die Konvergenz der Reihe (1) für 




















=-2+(20+7). 


Die günstigste Wahl von n ist offenbar 
a 
a 
sie liefert die Konvergenz von (1) für 


o>2y2—-2, 


A 


also die Relation 


x 


Zul) = 0(&®). 


| 


Falls die obere Grenze © der reellen Teile der Nullstellen der 
Zetafunktion größer als 5 und kleiner als 1 ist, liefert offenbar das 
vorige Beweisverfahren an den betreffenden Stellen folgende Abän- 


derungen unterwegs: 
<a, 
0<e<n—O®, 
r=1-96, 
1-9 


2 


EG)I<at , 


Ag 


1-7 
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Konvergenz von (1) für 
he 
ker 
BR BL 
Be nr 
Ben rel 


günstigster Wert: größere Wurzel von 
ee 
dn On+1—-20 


d. h. von 
O7 + 2-40) +(®+@-)=0, 





also 
1-:@0-1+1-9%); 

Konvergenz von (1) für f 

er or neu 





Siebenundzwanzigster Teil. 


Dirichletsche Reihen mit positiven Koeffizienten. 


Zweiundachtzigstes Kapitel. 


Abschätzung der Koeffizientensumme. 
Ss 241. 
Satz mit Voraussetzungen auf der Geraden 0 = n. 


Die A, seien jetzt wieder eine ganz beliebige Folge mit 
a 


lim A, = ©. 


n=%x 


Dem Satz des $ 66 entspricht der 
Satz 61: Es habe die Reihe 


(1) Da," 


n=1 
einen Konvergenzbereich. Es sei stets 
a,„Z0— 


LER 
so daß (1) einen absoluten Konvergenzbereich besitzt. Es 
sei f(s) fürs >n, wo n>0ist, regulär bis auf den Pol erster 
Ordnung s=n mit dem Residuum r, und es sei für 60>7 
gleichmäßig bei absolut wachsendem £ 


fs) = OCE)), 


wo k konstant ist. Dann ist 


> IR = el? + o(e"?). 


As 
ZT 


Beweis: k darf > 0 angenommen werden; c sei eine — nach 
Voraussetzung vorhandene — Zahl >n, für welche die Reihe kon- 


$ 241. Satz mit Voraussetzungen auf der Geraden 6 = n. 75 














vergiert, d. h. absolut konvergier. Dann ist, wenn » ganz und 


>k+1 gewählt wird, 











4 c+»i ji 
xs 
e — An8 
je = > a,e BES 
e Ss 
c—m@i c—@xi w=ı1 
c+»i 
e? = re 
n= c—-@i 


also nach dem Hilfssatz 5 des $ 66, bei dem natürlich die Zahl 2 
nicht wesentlich ist und®durch jedes e >O ersetzt werden kann, 


mi ei 
RECHTEN > a2 — A," 
Ain=% 


In der nach dem Cauchyschen Satz richtigen Gleichung 














c+wi y— wi 
Be ne) ton) 
n+twi c+wi 
I ko ee | ler 
— wi y+wi 


haben wegen 


fs) = Ol) 


und der Festsetzung v>%k+1 für o— © alle drei Integrale rechts 
einen Limes, davon das erste und dritte den Limes Ö; daher ist 


c+mxi c+twi 








2mi Br e’ ds 
Ga > Eee) DR er (fs) — es ds+r le: ART 
In=% c—@i Spk . 
nt+@i c+»xi 
Pa ed 
u AO Er e Brer 
N—@i ce— ai 
Hierin ist für wachsendes & 
c+mwi 
e”’ ds ol 
2) N 0ER); 


c—-»i 
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—— 


denn, wenn der Gauchysche Satz auf das Rechteck mit den Ecken 
c + ot, b+ wi angewendet wird, wo oa >0, b<O ist, so ist das 
Residuum im Punkte n 
































vv) 
dasjenige im Punkte OÖ 
/ | v—2 
T n 4 1 . 
er ek au 7% 
a ee OR 
folglich 
c+ wi b—- wi b+wi c+ wi 
a i gn® : 2 ds Fazed ds 
ı= 7% BE 
il ’s—n m | +o(e )+ an Fe Be: Ss’ s—n 
c— wi c—- wi b—- wi b+wi 
— 9 — wi c+ wi 
mi DENE a 2 
=; nx% N% Zur ER 
„re tole RR ee en 

c—- wi —00o+ wi 

woraus wegen der Abschätzung 
c+ wi | c 
art, 
—y en e”° do 
| Pecnen 
—- + wi — © 


(2) folgt. 
| Ferner ist nach dem Hilfssatz 4 des $ 66, bei dem natürlich die 
Zahl 1 nicht wesentlich ist und durch n ersetzt werden kann, 
n+®i 
er r 
il: Fz (fs) 2; =) ds = 0 (e"”); 
N— Xi 
daher ist 
a2 —4)'= dere Dyenz + o(e"?), : 
A,=% ih 
also, wenn 
et — Y 
gesetzt wird, 


nr DI wltloey-r) =-y+oW), 


in = „108 y 
wo sich die Abschätzung auf unendlich werdendes y bezieht. 


Ich kann jetzt den Hilfssatz 1 des $ 66 anwenden, in welchem 
natürlich an die Stelle der ganzzahligen Ausnahmepunkte 1, 2,. 
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eine beliebige monoton ins Unendliche wachsende Folge &,, %,... 
treten kann. Jener Hilfssatz ergibt hier 


v—1 1 1 2 
ir > a, logy—4,) =y+o(y), 
1 


An = -logy 


7 


ı : 
ED m—ytoß), 


1 
Ans -logy 
fi 


> 0, r ei® + o(e"?), 


AnZ% 


was zu beweisen war. 


S 242. 
Satz mit Voraussetzungen über eine Gerade hinaus. 


Den Schlüssen des $ 65 entspricht der 
Satz 62: Es habe 


wo stets 
a,2V0 


ist, ein Konvergenzgebiet. Die dort durch die Reihe defi- 
nierte Funktion sei für 6 >n, wo n>0 ist, bis auf den Pol 
erster Ordnung s=n mit dem Residuum r regulär; sie sei für 


1 


tl%, FEN Tre 


wo 9g>O ist, regulär; dortselbst sei gleichmäßig 
f(s) = O llog“|t)). 
Dann ist für alle d >0O 


r et 
Ad — ent ı o(e:- vz), 
N 


Beweis: Wie oben ergibt sich, v —= 2 gesetzt, 


c+wi 


Ir Da,@-1)- | fo)as, 


RS . 
AnZx c—-»i 
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. c+toi 


2rmi Din, (logx —4,)= Järoas 


A]slogr c-»i 


c+xi © 


Saroas+ of za 


c-aci 


c+xei 
En 
| arods + 04). 
Bei der Anwendung des Cauchyschen Satzes auf den Weg des $ 65, 
wo nur ce statt 2, n statt 1 getreten ist, kommen außer dem Pol s—=» 
für das höchste Glied nur die Integralabschätzungen 
a 5 0% ol f ) 
| res Nat a)do ON 7 50B= 
a 
(clogx)9 %5 01) 


und - 
x 


> 1 
NT j0g91 
x 2 g+1+Jd 
7 —z— bogitdi= 0 (ze- Piss) 


4 





o 


in Betracht. Für alle k>g-+ 1 kommt also heraus: 
D a„(logx — A,) = m a5 O(ute-Viee), 


An zlogx 


(1) =>. a,(& ar 1.) =; ; ei” + O(erz-V2), 
i 


ÄAnZzx 


Aus (1) folgt einerseits, wenn Ö eine positive Konstante ist und - 
R+0_ 
e=e(x)—e- V* 
gesetzt wird, 
a, +8 —4)= enl@t) + O(en@+9-Vere) 
ÄAnzt+e Y £ 
Tid Er, + Ole:7a 
also durch Subtraktion der Relation (1) hiervon 
ER De: ae nafone Zi ee 
s Da, + Sa a,(@ +2) = zzer(er —1) + Ole ). 


Ans® a AnSacte 
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Hierin ist 


EN DR a @+.-W)>2eIu 


AnZx a <AnSxte An=® 
und daher 
Kr 
a, SEAT Melk ZEN 0(%e ee} >) 
>, Se: 


AnZa® 


" ne +0) + O(eir-Vr+ >) 
En en a 9) (erz-"Vz) +0 (erz-Ve+ Vz) 
_ Lane + Ole "Wa, 
Andererseits folgt aus (1), wenn x — e(x) statt x geschrieben wird, 
al 8 4,)= zeie-9 + O(er@-9-Vz=*) 
InSa-e 
= lt ab O(erz-Vz), 


also durch Subtraktion dieser Relation von (1) 


\ k— 
£ x: a,-+ > ac —e—4,) me — e-":) + O(e*-Vr), 
AnZx z—-:2</),Se 


folglich wegen 


a SZ W@TE-l)SEI“, 


In = 


weiter 

ale By 

a 2>- er .- OÖ ( ent — vi 
— & € 


er Ole ‘v2, 


Zusammengefaßt erhält man also für jedes d > 0 


K+g,— 
Dee + 0(e v2): 
An=x 


hierbei war k eine beliebige Zahl >g +1; für jedes d > 0 ist daher 
ee a, [5 oR u O(err- ya), 
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Dreiundachtzigstes Kapitel. 


Das Verhalten der Funktion auf der Konvergenzgeraden. 


S 243. 
Existenz eines singulären Punktes auf der Konvergenz- 
geraden. 


Satz 63: Es habe die Reihe ‘ 


wo stets 


ist, die im Endlichen gelegene Grenzgerade 6—=«. Dann ist 

s—=« ein singulärer Punkt der für 6>« durch die Reihe 

definierten analytischen Funktion f(s). | 
Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf 


Kan 
angenommen werden. 


In der Umgebung von s=«@+ 1 mit einem Radius r>1 gilt 
die Potenzreihe 


% 


oo 








3 (s— a —1)’ 
f(s) = > nik 
KH 
z s— «—1)” — u ar 
= DEZE Dia, (- Drgecintern 
Ra, | 
wies, — | 1 
— > ey > a„ıne n(e+l) 
N) sl 


Wäre s=« eine reguläre Stelle, so wäre 
> 1 
also, wenn n zwischen «+ 1-—r und « gewählt wird, 


f(n) „Dett, 1 N), Se) 


n=1 
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folglich, da in der Doppelreihe rechts alle Glieder > O sind, 


[0] on 

—1,(@+1) («e+1—n)’A) 

Fin) - Da,e >23 ee 
v=0 


Kl 





0) 
se >, Ener 1) Pe a ee 
pr 


also wäre gegen die Voraussetzung « nicht die Konvergenzabszisse. 

Der hiermit bewiesene Satz 63 lehrt u. a., daß unter den Voraus- 
setzungen der Sätze 61 und 62 die (absolute) Konvergenz der be- 
treffenden Reihe für 6>n von vornherein hätte festgestellt werden 
können. 


g 244. 
Über die Nullstellen auf der Konvergenzgeraden. 
Satz 64: Es habe 


(1) za, 
wo 
a >) 
und stets 
() 1,20 


ist, die Konvergenzabszisse «, und es sei”) für o>« 


[® 6) 
% RE DAR zZ In°® 
(3) DRS Zen. F 


wo stets 
(4) 0,20 


ist. Die durch (1) für 6>« definierte Funktion f(s) habe 
im Punkte s=« (der nach Satz 63 jedenfalls singulär ist) 
einen Pol erster Ordnung und sei sonst für 6=« regulär. 
Dann ist fürs=o« +ti, t20 


f() +0 


1) Nach dem Satz 18 gilt eine Darstellung (3) in einer gewissen, eventuell 
kleineren, Halbebene jedenfalls; allerdings ist dabei nicht notwendig (4) erfüllt. 
Aus (4) folgt jedoch (2). 
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Beweis: Es ist für o >, IZ0 


< 
Shen "N? cos(vy1) 
Na ea ’ 
Sr In os (21,1) 
flo +2ti) =e a F 


— 7,0 + Din e n® 
f(o) Re Ara ’ 


also R 
— 84,0 + > de eh +4 cos (v„t)+cos(2 9, t)) 


(6 + tt |f(o + 215) | (f)’= e ee 


ehe 





Ko u 7 
(Fo)* fo + 2t9)|* 


also für e<o<a+1,120 


? 








3 
(5) Kerne ee 
elf(s +2: |? 
Kot 1 
o6—& ab 


1 
Be 
Wenn 6 zu « abnimmt, konvergiert für 20 der Nenner der 
rechten Seite gegen Ö; also ist 


Kst 


lim ————- = 00, 
en GIG 


fe +tti)#0. 
Offenbar bleibt der Satz gültig, falls auf die Annahme 
a,Z0 
verzichtet wird und erst von einer gewissen Stelle an 
0 
ist, und sogar, falls die Voraussetzung 
), 20 
für eine solche unendliche Teilmenge fallen gelassen wird, daß für 
diese Teilmenge Qo nn 
Er Darin 


konvergiert. Denn (5) und damit alles Folgende bleibt bestehen. 


Quellenangaben. 


ss 1—11. 
In dieser Einleitung des Werkes sind alle erforderlichen Zitate 
angegeben. 


8 12: 


Das Zeichen O(g(@)) habe ich zuerst bei Herrn Bachmann (1, 
S. 401) vorgefunden. Das hier hinzugefügte Zeichen o(g(«)) ent- 
spricht dem, was ich in meinen Abhandlungen früher mit {g(x)} zu 
bezeichnen pflegte. 


8 13. 


Diese Folgerungen aus der Divergenz der harmonischen Reihe 
waren schon Euler bekannt; vgl. z. B. 1, S. 172—174 und 187 bis 
188; 2, 8. 229 und 235. 


8 14. 


Legendre 2a, $. 12—15; 2b, $. 412—414; 4, Bd. 2, $. 8689; 
5, Bd. 2, 8. 84-87. 


S 15. 


Die Entwicklung des Primzahlproblems hat bei diesem wenig 
tiefliegenden Satz nicht erst haltgemacht. Mit heuristischer Begrün- 
dung steht er schon bei Euler (1, S. 174) und Legendre (2a, S. 464). 


8 16. 


Ich habe für meine Zwecke nicht nötig, die schärfere sogenannte 
Stirlingsche Formel für 7(x) abzuleiten. Für ganze x lautet die- 
selbe übrigens | 

Te) =zlog2e— x + ; logx +logY2r + ei 
wo | 


el 


ist. Für nicht ganze x ist diese Formel auf 7([x]) anzuwenden, was 
ja mit 7(x) übereinstimmt. 
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8:17. 


Die grundlegende Identität ist unabhängig von Tschebyschef 
(4a, 8.371; #b, 8.20; 4c, 8.55) und de Polignac (3, S. 15) entdeckt 
worden. Der beim Beweise benutzte Satz über die Zerlegung von 
[x]! in Primzahlpotenzen steht schon bei Legendre (2b, 8. 8—9; 
3, 8. 9—11; 4, Bd. 1, S. 10—11; 5, Ba. 1, S. 11). 


$ 18. 
Das Ergebnis wurde zuerst von Tschebyschef (4a, 8. 371— 373; 
4b, S. 20— 26; #c, S. 55—61) bewiesen; die vorliegende Beweisführung 
schließt sich mehr an Herrn Mertens (2, 5. 47—48) an. 


8 19. 


Den Satz mit Beweis entnehme ich aus meinen Arbeiten 9, S. 142 
bis 145, und 34, S. 174—175; es hatte sich vielleicht mancher Leser 
von-Tschebyschef dies ähnlich zurechtgelegt. Allgemein bekannt war 
es nicht; es war auch früher übersehen worden, daß bei Tscheby- 
schef (vgl. $ 4) implizit und bei Sylvester (8, S. 9) explizit bewiesen 
steht: Aus der damals noch unbewiesenen Relation 

IR) m % 
folgt der Primzahlsatz 
XC 


en 


unmittelbar. Der Satz des Textes sagt noch mehr aus. 


8 20. 
Tschebyschef 4a, 8. 379381; 4b, 8. 26—27; &e, 8. 61-63. 


88 218289. 

Ich stelle den Tschebyschefschen (4a, S. 371—382; 4b, S. 20 
bis 28; £c, 5. 55—64) Beweis dar, vermeide jedoch die Anwendung der 
Stirlingschen Formel, wodurch er noch etwas elementarer und nicht 
länger wird. 

8 23. 

Mit diesen sukzessiven Verengerungen der Schranken beschäftigen 
sich die Abhandlungen: Sylvester 3 und 8; Petersen 1; Gram 5; 
von Sterneck 4; Fanta 2. Ich bin im Texte nicht über einige Aus- 
führungen von Sylvester 3 hinausgegangen. Daß ich jene elementare 
Methode für aussichtslos halte, wird im $ 159 näher begründet. 
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SS 2425. 


Die vorliegenden Beweise sind meiner Arbeit 9, S. 140—142, 
entnommen. Die Sätze selbst sind aber, wie der Leser aus $ 4 weiß, 
schon in den Resultaten von Tschebyschefs Arbeit 2 enthalten. 


S 26. 
Mertens 2, S. 43—49. 


8 27. 


Klassische Betrachtung aus der Integralrechnung. 


S 28. 


Mertens 2, 5. 49—52. Der Beweis des Textes ist elementarer 
als der entsprechende Passus dort. Ubrigens bestimme ich hier nicht 
die Konstante D; dies wird in $ 36 geschehen. 


8 29. 

Dirichlet bewies in 17 (a, S. 273—275; b, 8. 252—253; c, 8. 
254—256; d, S. 255—257) und 18 (8. 249—250), daß eine in einem 
Punkte konvergente oder auch nur zwischen endlichen Schranken 
schwankende Dirichletsche Reihe rechts davon konvergiert. Das ist 
der Kern des Satzes dieses Paragraphen. Vorläufig ist nur von Rei- 
hen mit reellen Koeffizienten und Variabeln die Rede. 


S 80. | 

Die gleichmäßige Konvergenz für s>s,+. (e>0) und damit 
die Stetigkeit für s>s, bewies Dirichlet in 17 (a, 8. 275—276; 
b, 8. 25353— 254; c, 8. 256—257; d, 8. 257—258) und 18 (S. 250 
bis 251). Die gliedweise Differentiierbarkeit für s>s, sowie die 
gleichmäßige Konvergenz für s>s, und damit die Stetigkeit in s, 
nach rechts bewies Herr Dedekind in dem von ihm herausgegebenen 
Buche Dirichlet 17: a, S. 410—414; b, S. 374— 375; c, 8. 379 bis 
381 (vgl. 18, S. 371—372); d, S. 379—381. Der allgemeine Reihen- 
satz im $ 30 steht zuerst bei P. du Bois-Keymond bewiesen: Neue 
Lehrsätze über die Summen unendlicher Reihen, Antrittspro- 


gramm, Freiburg i. B. (26 8.), 8. 10; 1870. 


8 31 


Erster Satz: Dirichlet 14. Zweiter Satz: Hölder 1, 8. 547. 
Dritter Satz: Berger 4, S. 20—21 (unter der Annahme der Existenz 


' Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 57 
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bei Berger 4, Pringsheim 1 und Franel 6. 


von’ lim —e) Landau 9, S. 146. Viele Sätze ähnlicher Art stehen 


8 32. 


Cahen 3, 5. 89—91. Ein Teil des Satzes war schon von Stieltjes 
(2, 8. 369) bewiesen worden. 


8 33. 


Die Produktdarstellung der Zetafunktion steht bei Euler (1, S. 
174— 175; 2, 8. 225); die daraus folgende Reihe für log &(s) ist in 
den Entwicklungen bei Dirichlet (2; 4) oft benutzt; die Reihe für 
@) | 
Es) folgt unmittelbar daraus. 

8 34. 
So ungefähr hätte Tschebyschef in 2 schließen können, wenn 
er nur den vorliegenden Satz hätte beweisen wollen. Die Anwendung 
des Satzes auf Y(x) ist für jeden Kenner des zweiten Satzes aus $ 31 
unmittelbar. 
8 35. 

Dirichlet 17a, 8. 243—244; 1%b, 8. 225—226; 17c, S. 227 

bis 228; 17d, 8. 228—229; 18, S. 220—221. 


$ 36. 

Beweis des (Tschebyschefschen) Satzes über die Unbestimmt- 
heitsgrenzen von De Landau 9, S. 148. Die Konstante Bist. 
zuerst von Herrn Mertens (2, 5. 49—52) bestimmt worden. Hier 
ist es etwas einfacher. 

ss 37—39. 
Ich beweise hier die Sätze von Tschebyschef 2. Zur Ver- 


meidung seiner komplizierteren Betrachtungen über Stetigkeit von 
Integralen nach einem Parameter habe ich für &(s) die Gleichung 


ER. 


(1-21 J$(0) - > B 
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an Stelle von Tschebyschefs Integraldarstellung 


1 2-1 
Em le 1 er 
N) 


zugrunde gelegt. Bei späterer Gelegenheit ($ 72) wird jene Integral- 
darstellung auch vorkommen und von Nutzen sein. 





S 40. 
Riemann (1; 2) sagt ohne nähere Begründung (die er sich 
zweifellos richtig zurechtgelest hat), daß die für 6 > 1 konvergente 
Reihe 


dort eine Funktion der komplexen Veränderlichen s definiert; heute 
begründet man das eben auf Grund des allgemeinen Weierstraßschen 
Satzes. 


8 41. 


Riemann 1; 2. 


S 42. 

Die Existenz der absoluten Konvergenzhalbebene einer Dirichlet- 
schen Reihe ist bei Scheibner (2, 8. 24—25) bewiesen, ebenso die 
Tatsache, daß aus der Konvergenz für s, die absolute Konvergenz für 
Ns) >NR(s,) +1 folgt. Die Existenz der Konvergenzhalbebene einer 
Dirichletschen Reihe ist von Herrn Jensen (1, 5.70) entdeckt worden. 
Die gleichmäßige Konvergenz und der analytische Charakter der 
Dirichletschen Reihen im Sinne des Textsatzes ist zuerst von Herrn 


Cahen (8, S. 83 und 95) hervorgehoben worden. 


Ss 43. | 
Daß &(s) — — für 6 >00 regulär ist, ist zuerst von Riemann 


(1; 2) bewiesen worden, durch das vorliegende elegante Verfahren 
zuerst von Herrn de la Vallee Poussin (1, S. 6—8). Daß 


1 
lim (6-1) = 0 
ist, ist schon aus einer Formel Tschebyschefs (1a, S. 210; 1b, 8. 
204; 2a, S. 142; 2b, S. 342; 2c, 8. 30; 8, S. 216) ersichtlich. 

57° 


888 Quellenangaben. 








8 44. 


Das ist nur eine unmittelbare Folgerung aus $ 43. 


8 45, 


EA +EW)+0 


ist unabhängig von den Herren Hadamard (4, S. 200—202) und de 
la Vallee Poussin (2, 5. 224—242) entdeckt worden. Die vor- 
liegende Beweisanordnung schließt sich an Herrn Mertens (9) an. 


Der Satz 


$ 46. 


&(1 + Li) = Ollogt) 
ist, ist von Herrn Mellin (2, S. 49) entdeckt worden; das ist der 
Kern des ersten Satzes dieses Paragraphen. Der Beweis dieses Satzes 
in der vorliegenden Fassung und der von mir herrührenden beiden 
anderen Sätze mit Folgerungen stammt aus meinen Abhandlungen 


10, S. 649654; 36, 8. 750751. 


Daß 


8 47. 
Landau 10, 8. 654-655; 36, 8. 752. Daß 
1 c 


ist, wo c eine absolute Konstante ist, ist einer meiner wichtigsten 
Hilfssätze. 


8 48. 
Landau 10, 5. 654—656. 


8 49. 


Ein altbekanntes spezielles Integral. 


s 50. 
Hadamard 4, S. 213; Landau 10, S. 657—659. 


5:51. 
Landau 10, S. 659—661. 
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$ 52. 
Der Übergang von 


= 40) log — X 


zu 
SAn)oa 
n=1 


ist zuerst von Herrn Hadamard (4, S. 217—218) ausgeführt worden. 


ss 53—54, 


Die zuerst von Herrn de la Vall&e Poussin (9) bewiesenen Er- 
gebnisse 


va) = 2 + Ola er), 
9()=xH+ Olxe Vie?) 


(x) = Li(x) + O (ze Vie8=) 


habe ich auf diesem Wege zuerst im Jahre 1903 bewiesen: 10, 
S. 662—663; 13, S. 529—532. 


S 56: 
a ” logp i 2 
Die Formel für BD 7; steht zuerst bei Herrn de la Vallee 
Poussin (9, S. 57) bewiesen. So nahe auch die Behandlung von 


DI F(p) im Sinne des Textes liegt, hat man in jener Zeit doch un- 
p<x 


nötigerweise solche Summen meist durch erneute Anwendung der 
- Theorie der Zetafunktion behandelt, statt durch partielle Summation 
von einem Resultate zum andern hinüberzusteigen. 





$ 56. 
Landau 3. 


8 57. 


Cipolla 1, wo die im Text angedeutete weitere Kette von 
Sätzen ausgeführt ist. 


| S 58. 
Landau 8. Die Fragestellung rührt von Lionnet (1) her. 
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8.00: 
Landau 11. 

Ss 60. 
Wigert 2. 

8 61. 
Landau 12. 

8 62. 


Der Satz über die Zahl 30 ist mit Benutzung der Tscheby- 
schefschen Primzahltheorie zuerst von Herrn Schatunowsky (2) 
bewiesen worden, ohne dieselbe zuerst von mir (5), auf dem Wege 
des Textes von Herrn Bonse (1). Der allgemeinere Satz wurde aus 
der Tschebyschefschen Primzahltheorie zuerst von Herrn Maillet 
(1) gefolgert, ohne dieselbe zuerst von Herrn Remak (1) bewiesen. 
Ich beweise ihn im Text durch die sehr naheliegende Fortführung der 
Bonseschen Methode, was für r=2 und r=5 schon bei diesem 
steht. Überhaupt ist beim ganzen Problem in Wahrheit für festes r 


vlogv+o(vlogv) 


pP, .. "P, = e B) 
r+1 _ ‚(r+1)logv +o(log») 
2,2} e ’ 


also von einer gewissen Stelle an der erste Ausdruck reichlich von 
höherer Ordnung, so daß es nicht zu verwundern ist, daß man dies 
verschiedentlich elementar konstatieren kann. 


8 68. 


Erster Satz: Piltz 1, S. 9—11. Zweiter, dritter und vierter Satz: 
Mertens 3. Den dritten und vierten Satz hat natürlich, da 


el +) +0 


damals noch nicht bekannt war, Herr Mertens so formuliert, daß er 
nur von solchen t sprach, für welche diese Ungleichung erfüllt ist; 
er hob dabei besonders hervor, daß er damit die Konvergenz von 


Sn 
7 p! +£i. 
für unendlich viele t (genauer gesagt: für alle reellen Z mit etwaiger 


Ausnahme einer Menge ohne Häufungsstelle im Endlichen) bewiesen 
hatte. 
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8 64. 


Landau 36, S. 755—758. Der im Text gegebene Beweis des 
Primzahlsatzes mit der schärferen Fassung der Abschätzung steht dort 
noch nicht. 


8 65. 


Landau 34, S. 1835 —191; 40, S. 1102—1107. Nachdem ich 
a. a. OÖ. das arithmetische Problem auf das Problem der Diskussion 
von U zurückgeführt und wie im Text 5,224 < U<6 bewiesen hatte, 
untersuchte mein Freund I. Schur die obere Abschätzung der Kon- 
stante U genauer und stellte durch einige Beispiele, z. B. durch das 
im Text erwähnte, fest, daß 


PrU36 
ist. Das beste seiner hör ist 
56 +40Y2+(93 + 64 V2) cosp + (50 + 32 V2) cos2y 
+ (14 +38Y2) cos3p +2 c0s6p + cosTy 
— 2(1+cosp)(1+2cosp)?(1+Y2cosp)?(—1+2Y2+(—-1-V2+2eosp)?), 
wo 


+4 TE Fa Fu FT Tut Er 216 + 1442 


a RE 37 + 242 
=D: 











ist, was 
U << 5,916 

lehrt. 
Ganz kürzlich beschäftigte sich Herr O. Toeplitz erfolgreich mit 
der Verbesserung der Abschätzung von U nach unten und fand dabeı: 
Die in $ 65 angegebene untere Schranke 5,224 für den Ausdruck 
rer + 0, 





‚d.h. für U, und zugleich die dort ermittelte untere 





a, 0% 
Schranke 5 für ° + = ar - T% assen sich folgendermaßen durch 5,49 
ersetzen. en | 


Ein auf S. 252 benutzter Kunstgriff beruht darauf, daß nach 
Annahme irgend einer speziellen Funktion 
G(p)=&teC0SP-+::-+e,cosnp 
mit reellen Koeffizienten, welche beständig > 0 ist, die Koeffizienten 
jedes g(p) im Sinne von $ 65 die Ungleichung 
2: Tau ++ ea, > 


NN ee 
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erfüllen; in der Tat ist ja 


st 
1 
200 +00 + +00, 1 | Ep) glg) ag 
nr 
Es seien nun «x und A zwei positive Konstanten, über die noch 
verfügt werden wird. »MSetzt man 


G(p)=(1—-cosp)(—1l1+x—2cosp)? 
— 1+#+(- 2% — x?) cosp + 2% cos 2p — c08 39, 
so ergibt sich 
2(1+x°)a, — 2% + Ma, +22, -—, >0, 
also a fortiori 2 
21 +M)a,—- (2% +r?)a, +220,>0, 
Di en = ar 
Setzt man 
G(p)=2(1—cosp)(l+cosp)(A — 2cos p)* 
—=1+32°2— 24 cos p — 1? cos2p + 21 cosd3p — cos4y, 
so ergibt sich | 
219), —- 2a, - 2, +21, —a,>0, 


also a fortiori 


21+29), — 21, - 2, +21, >0, 





1-42 1 
> —  urutrz% 
Daher ist | 

1er 


2 +4 
Y%+ytRtrg>— +2 a 





also unter Benutzung der vorher für a, gefundenen Ungleichung 


a : 
%t A +4 +2 (— 4 ++ 


2 





Es werde nun 
und 
genommen. Dann ist 


PT N 244114»? BASE 


A 2 % 





< 5,49 
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und 
Pr en 


a ee de, 
> 5,49; 
also kommt heraus: 
ta ++ a, > — 5,49a, + 5,49a,, 
ta +% +4 
Folglich ist im Falle n > 3 
N SEN EL OR 


4, — 4, 





für n=2 war im $ 65 sogar 


a ae 





Eu 
a, —% 972 
festgestellt. Stets ist also 
+0, r 1 
071 En, > 9,49; 
daher ist 
U > 5,49 


und natürlich, da 5,49 durch eine etwas größere Zahl hätte ersetzt 
werden können, 
U> 5,49. 


Ss 66. 
Landau 34, S. 218—232; 36, S. 758— 764. 


8 67. 


Im Sinne von Herrn de la Vallee Poussin (1, $. 6—8), der 
für seinen Zweck nur den ersten Schritt zu machen brauchte, durch- 
geführt. Die Tatsache selbst, daß 


1: 
eine ganze Funktion ist, ist schon von Riemann (1; 2%) bewiesen 
worden. | 


8 68. 


Jensen 2. Die Werte von &(—g) für qg=0,1, 2,--- waren 
schon durch Riemann (1; 2) bekannt. 
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8 69. 


Dieser Beweis der Hilfsformel aus der Theorie der Thetafunktionen 
rührt von Herrn G. Landsberg her: Zur Theorie der Gaussschen 
Summen und der linearen Transformation der Thetafunc- 
tionen, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 111 


(S. 234—253), S. 235—238; 1893. 


ss 70—71. 

Riemann 1; 2. Das ist der zweite der dort gegebenen 
Riemannschen Beweise. * Den ersten führe ich nicht an, um dem 
Leser nicht unnötige Schwierigkeiten in Bezug auf krummlinige Inte- 
grale als analytische Funktionen eines Parameters zu machen. Ich 
mache ausdrücklich darauf aufmerksam, daß meine Abkürzung &(s) 


nicht dieselbe Bedeutung hat wie bei Riemann. Riemanns £(s) 
ist das 3(s)=&(£+ si) des $ 71. 


SE 
Beweis der Fortsetzbarkeit: Hermite 1. Beweis der Funktional- 
gleichung: Lerch 3, S. 5—9. An die Formel (1) knüpfte übrigens 


auch Rıemanns erster Beweis an. 


8 73. 


Der erste Satz ist von Herrn C. Caratheodory; ich habe ihn im 
Anschluß an eine briefliche Mitteilung von ihm publiziert: 54, S. 191 
bis 195. Der zweite Satz ist (auf Grund einer weniger scharfen Ab- 
schätzung an Stelle des ersten Satzes) zuerst von Herrn Hadamard 
bewiesen worden: 1, 5. 186—187. 


S 74. 

Diese Sätze verdankt man Herrn Hadamard (1); die vorliegenden 
Beweise sind unter Benutzung von mannigfachen Vereinfachungen 
anderer Autoren dem gegenwärtigen Stande der Funktionentheorie 
entsprechend durchgeführt. 


Sr 
Das Ergebnis ist zuerst von Herrn Hadamard (1, S. 210—215) 


erzielt worden, unter Anwendung eines anderen seiner funktionen- 
theoretischen Theoreme. 
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8 76. 


Das ist die unmittelbare Interpretation des Hadamardschen 
Ergebnisses aus dem $ 75. 


Seht: 
Das sind ganz spezielle Fälle von Abschätzungen, welche Stieltjes 
in seiner Arbeit entwickelt hat: Sur le developpement de log I‘a), 


Journal de Mathematiques pures et appliquees, Ser. 4, Bd. 5, 8. 425 
bis 444; 1889. 


8 78. 
De la Vallee Poussin 9, 8. 7—29. 


SI 
Landau 34, S. 245—280. 


8 80, 
Landau 34, 8. 213—214 und 8. 240241. 


Sl 
Landau 42, 5. 48—53. 


ss 82—88. 

Die Endergebnisse dieser Untersuchungen, d. h. die genauen For- 
meln für F(x, r) und f(x, r) sind zuerst von Herrn von Mangoldt (2) 
bewiesen worden. Die vorliegenden, weit kürzeren Beweise sind von 
mir (35 und 41). Übrigens behandle ich zur Abwechselung in diesem 
Werke den vorliesenden Fall der Primzahlen überhaupt auf dem ın 
41 für die Primzahlen der arithmetischen Progression benutzten 
Wege (Vereinfachung des von Mangoldtschen Beweisganges) und 
umgekehrt später (in $$ 133—138) den Fall der Primzahlen der arith- 
metischen Progression im Anschluß an die in 35 und 41 für den 
Fall der Primzahlen überhaupt gegebene Beweisanordnung (erfolgreiche 
Durchführung des Riemannschen Ansatzes). 


8 89. 


Der Beweis der gleichmäßigen Konvergenz in dem von Prim- 
zahlen freien Intervall ist neu. 
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S 90. 
Vgl. das zu $ 77 Gesagte. 


8 91. 


Diese Riemannsche Vermutung ist zuerst von Herrn von Man- 
goldt (7) bewiesen worden, alsdann auf dem vorliegenden vereinfach- 
ten Wege von mir (44, S. 425—431). 


8 9. 


Landau 44, S. 431—435. Der benutzte algebraische Hilfssatz 
ist zuerst von Tschebyschef bewiesen worden; vgl. 8. 225 bzw. 302 
seiner Abhandlung: Sur les questions de minima qui se 
rattachent ä la representation approximative des fonctions. 
a) Memoires de l’Academie Imperiale des Sciences des St.-Peters- 
bourg, Sciences mathematiques et physiques, Ser. 6, Bd. 7, S. 199 
bis 291; 1859. b) (Euvres, Bd. 1, S. 271—378; 1899. Der hier an- 
gegebene Beweis ist von Herrn Markoff gefunden und auf 8. 76— 77 
von Herrn D. Seliwanoffs Lehrbuch der Differenzenrechnung 
(Leipzig (Teubner); 1904) publiziert. 


S 93. 
Landau 42, 8. 55—58. 


Ss 94. 
Die Tatsache ist für 7 = 5 zuerst von Herrn von Koch (6) be- 
wiesen. Der Beweis des Textes ist neu. Ä 


S$ 35—101. 
Das ist die klassische Dirichletsche Theorie der Charaktere; 
vgl. z. B. Dirichlet 1%7d, 8. 331— 347. 


ss 102—105. 


Dieser Teil des Beweises des Satzes von der arıthmetischen Pro- 
gression ist nicht wesentlich von Dirichlets (2a, S. 64—70; 2b, 
5. 836— 341; 4, 5. 414—421) Gange verschieden. Es ist wohl für 
L/;(s) 


den Anfänger bequemer, mit ss 


statt mit log_L,(s) zu operieren. 
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$ 106. 


Hier weiche ich wesentlich von Dirichlet ab und folge bei der 
ersten Beweisanordnung meiner Arbeit 23, S. 315—319, bei der 
zweiten der Mertensschen Arbeit 6, S. 181—184, und meiner Ar- 
beit 34, 5. 300—302. 


$ 107. 
Dirichlet 2a, $. 66-67; 2b, 8. 338—339; 4, S. 417. 


8 108. 


Diese Beweisanordnung ist für = 1 von Herrn Wendt (1), für 
= k— 1 von Herrn Bauer (4; 5). Daß man den Fall! = 1 elementar 
erledigen kann, war schon vordem vielen bekannt; vgl. Serret (1, 
8.188—189; ein nicht trivialer Schluß wird hier dem Leser überlassen), 
Genocchi (2, 8. 263; 3, 8. 925—926; 4, S. 413), Lefebure (I, 
8. 294; 8, S. 122), Bang (1, S. 133) und Zsigmondy (1, S. 283). 
Daß 7=1 elementar erledigt werden kann, ist übrigens vom Stand- 
punkte des Kreisteilungskörpers der kten Einheitswurzeln aus ganz 
evident. Auch für 2=%k— 1 war ein elementarer Beweis schon von 


Genocchi (2, 8. 264—267; 3, 8. 926; 4, 8. 413) geführt, 


ss 109—110. 
Mertens 2, 8. 58—62. 


Sibhl ar 


Das sind unmittelbare Folgerungen aus den allgemeinen Sätzen 
über reelle Dirichletsche Reihen in ihrer Anwendung auf die 
Dirichletsche Identität. Sie bezeichnen ungefähr die äußersten 
Grenzen, welche mit Dirichletschen Mitteln hätten erreicht werden 
können. 


8 113. 


de Polignaec 11 (wo die gefundenen Schranken weniger scharf 
sind, aber liminf> 0 zuerst bewiesen ist); Herr Stanewitsch (3) 
hat die de Polignacsche Methode wiedergefunden und mit dem vor- 
liegenden Ergebnis 3a dargestellt. Für beliebiges k war der Nach- 
weis von lim inf > 0 nicht früher geführt worden als implizite durch 


3 A 1 R 
den Beweis von lim = 7, }a neuerer Zeit. 
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$ 114. 


Die L,(s) sind zuerst von den Herren Hadamard (4) und de la 
Vallee Poussin (1; 2) als analytische Funktionen von s für die 
Theorie der arithmetischen Progression verwertet worden. 


8 115. 


Der Satz wurde zuerst von den Herren Hadamard (4, S. 209) 
und de la Vallee Poussin (2, S. 351—353) bewiesen; den einfacheren 
Beweis des Textes habe ich erst kürzlich gefunden: 40, 5. 1096—1098. 


$ 116. 
Landau 13, S. 512—517. 


ss 117—119. 
Landau 40, S. 1098—1101. 


$ 120, 
Landau 13, S. 532. 
8121. 
Landau 13, S. 553—535. 
ss 122—123. 
Landau 34, 5. 297—29. 
Ss 124. 


Analog wie für $(s) in $ 67 nach Herrn de la Vallee Poussin. 
Daß ;(s) — —— eine ganze Funktion ist, war bereits Herrn Kinkelin 


(1) bekannt. 
$ 125. 


Lipschitz 7, 8. 142—144. 


8126. 


Der Satz ist für den wesentlichsten Fall % = p* von Herrn Kinkelin 
(1, S. 29) bewiesen, von Lipschitz (7, S. 145) unter Weglassung 
des Beweises ausgesprochen. Allgemein ist er von Herrn de la Vallee 
Poussin (2, 8. 320—321, 323—325, 327—328, 330—332) bewiesen. 
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Der vorliegende Beweis rührt von meinem Freund I. Schur her und 
ist zuerst auf S. 450—431 meiner Arbeit 41 publiziert. 


$S 127—130. 


De la Vallee Poussin 2, 5. 231—342. Die Funktionalgleichung 
zwischen L(s,y) und L(1—s,x) ist von Herrn Kinkelin (1, S. 19 
bis 32) entdeckt worden; derselbe behandelt übrigens ausführlich nur 
die Fälle k=p* und k=p,P3:::p,. Lipschitz (7) hat die Kinke- 
linschen Resultate wiedergefunden und für beliebige % formuliert. Die 
Sätze des $ 129 sind von Herrn Hadamard (1); vgl. über sie das zu 
$ 74 Gesagte. Herr de la Vallee Poussin verwendet, was etwas 
umständlicher ist, andere Hadamardsche Sätze für den vorliegenden 
Zweck. Im übrigen schließe ich mich möglichst genau der eleganten 
Darstellung Herrn de la Vallee Poussins an. 


sg 131—132. 


Daß diese Relationen mit absolut konstanten, d.h. von k un- 
abhängigen a und « bestehen, ist hier zum ersten Male bewiesen. 
An einer Stelle meiner Arbeit 44 (S. 440—444) hatte ich nur im 
Anschluß an Herrn de la Vallee Poussins Vorbild des allgemeinen 
Primzahlproblems bewiesen, daß a bei festem % konstant gewählt 
werden kann, und alsdann daraus durch meine übliche komplexe In- 
tegration, daß bei festem %k die Zahl « konstant gewählt werden 
kann. Dies Resultat über « würde sich aus dem über a auch durch 
Herrn de la Vall&ee Poussins kompliziertere Methode ergeben. Jenes 
Resultat über a hat er übrigens auch nie ausgeführt. Doch entnehme 
ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn de la Vall&e Poussin, 
daß er genau die Formel 


Hizy — Li(@) +0O(xe- Vier), 


allerdings mit von k abhängigem «, in dem Schlußabsatz (S. 6) der 
Einleitung seiner Arbeit 9 gemeint hat, den er niemals in einer spä- 
teren Publikation erläutert hat: „La methode que nous allons suivre 
s’etend d’elle--m&öme aux nombres premiers de la progression arith- 
metique. Nous y reviendrons plus tard.“ 


ss 1335 —138. 
Landau 41. Vgl. das zu $S$S 82—83 Gesagte. 
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ss 1359 — 140. 
Landau 44, S. 435—440. 


g 141. 


Klassische Sätze aus der elementaren Zahlentheorie; vgl. ein be- 
liebiges Lehrbuch derselben. 


8 142. 


Historische Bemerkungen über diese Fragen der elementaren 
Zahlentheorie siehe bei Herrn Bachmann (2, S. 2—3). 


$ 143. 
Vgl. das zu $ 141 Gesagte. 


8 144. 


Zwar war die Zerlegbarkeit der Zahlen + 4“(Sm + T) in drei 
Quadrate schon durch elementare Methoden vor Dirichlet von Gauß 
bewiesen (Literaturangaben und Einzelheiten siehe bei Herrn Bach- 
mann %, S. 133—146); aber die vorliegende, von Dirichlet (13; 16) 
stammende Einführung des Satzes von der arithmetischen Progression 
führt wesentlich schneller zum Ziele. Übrigens brauche ich jenen Satz 
über Zerlegbarkeit in drei Quadrate für das sechsunddreißigste Kapitel, 
hätte ihn also im Interesse der meisten, Leser ohnedies entwickeln 
müssen, selbst wenn er nicht allein schon eine Anwendung der Prim- 
zahltheorie dargestellt hätte. 


88 145—146, 


Literaturangaben über die Waringsche Vermutung „Jede posi- 
tive ganze Zahl läßt sich als Summe einer festen, nur von n ab- 
hängigen Anzahl von nicht negativen nten Potenzen darstellen“ vgl. 
in meiner Arbeit 3%, in der ich zuerst das Ergebnis dieses Kapitels 
bewiesen habe, und in einer dort zitierten Abhandlung von Herrn 
Maillet. Seitdem ist es Herrn Hilbert gelungen, durch Beweis der 
Waringschen Vermutung ein seit mehr als einem Jahrhundert er- 
strebtes Ziel zu erreichen: Beweis für die Darstellbarkeit der 
ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl n!°" Potenzen (Wa- 
ringsches Problem). a) Nachrichten der Königlichen Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 
Jahrgang 1909, 5. 17—36. b) Mathematische Annalen, Bd. 67, S. 281 


Quellenangaben. 901 











bis 300; 1909. Ferner erschien inzwischen von Herrn A. Wieferich 
(dem in Bezug auf das Waringsche Problem viel zu verdanken ist) 
noch die Arbeit: Zur Darstellung der Zahlen als Summen von 
H*en und 7*°® Potenzen positiver ganzer Zahlen, Mathema- 


tische Annalen, Bd. 67, S. 61—75; 1909. 


8 147. 


Markoff 1 und 2 nach hinterlassenen Papieren von Tscheby- 
schef. 


S 148. 
Stormer 1. 

8 149, 
Iwanoff 1; 3, S. 109—120. 


$ 150. 
In dieser Einleitung zum dritten Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegeben. 
$ 151. 


Der erste Satz ist das Fundament bei Möbius (1). Der zweite 
Satz steht mit unstrenger Begründung bei Meissel (la, S. 3—6; 1b, 
S. 301— 303); er steht bewiesen bei Bugaieff (2, S. 179). : 


$ 152. 


Der erste Satz steht gleichzeitig zuerst 1357 bei Herrn Dedekind 
(1, 8.21) und Liouville (1, 8.111), die asymptotische Folgerung über 
®(x) bei Herrn Mertens (1, S. 290— 291). Der zweite Satz steht in 
veränderter Bezeichnung bei Möbius (la, S. 107; 1b, S. 595—594), die 
asymptotische Folgerung über Q(x) bei Gegenbauer (6, 8. 47). 


8 153. 


Erster Satz: Gram 1, S. 197—198; weiteres: Landau 6, 8. 573 
bis 574. 
$ 154. 


Unmittelbare Folgerungen aus früher erwähnten Sätzen. 


$ 155. 
Landau 25, S. 608—611. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. II. 58 
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s 156. 
Landau 1, S. 6—15. 


8 157, 
Landau 14, S. 541—548, mit den auf Grund von $ 65 mög- 
lichen Versen 
$ 158. 
Landau 14, S. 549—551, mit den Verschärfungen. 


319% 
Landau 25, S. 602—605. 


s 160. 
Landau %5, S. 597—602 (direkt ohne den allgemeinen Grenz- 
wertsatz); 39. 
s 161. 
Unmittelbare Interpretation des Ergebnisses über M(x). 


s 162. 
Landau 25, S. 611—613. 


$ 163. 
Landau 3#, S. 214—216 und 251. 


s 164. 
.„ Landau 34, 8. 251—232. 
S 165. 
Landau 34, 8. 217. 
ss 166—167. 
Wie schon in $ 150 gesagt, ist — wenn es auch nicht immer 
von den Autoren erwähnt zu werden brauchte — jeder Satz über 


,(n) gleichzeitig mit dem entsprechenden über u(n) als bewiesen an- 
zusehen gewesen; die vermittelnden Identitäten sind ja unmittelbar 
aus den entsprechenden Dirichletschen Reihen ablesbar. 
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8 168. 


In dieser Einleitung zum vierten Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegeben. 
ss 169—175. 
Landau 18; 19. In den vorliegenden Paragraphen ist die Rest- 
abschätzung genauer, nämlich «yYlogx (mit absolut konstantem «) 





statt des damaligen Vloo« wo von %k abhing) im Exponenten. 
5 8 iY 8 p 


S 176. 
In dieser Einleitung zum fünften Buch sind alle erforderlichen 
Zitate angegeben. 
ss 177—183. 
Landau 43. Der bei der Konstantenbestimmung in $ 181 benutzte 
Hilfssatz ist von Berger (4, 5. 20—21). Bei der direkten Erledigung 


des besonders einfachen Falles 7 = 2 am Ende des $ 181 benutzte ich 
Betrachtungen von Herrn Mertens (1, S. 291— 294). 


sg 184—191. 


Landau 33, S. 81—107. Der Satz des $ 185 ist von Stieltjes 
(3, 8. 214). | 
ss 192—19. 


Landau 33, S. 145—153. 


8S 196—199. 
Landau 21, S. 536—544. 
S 200. 
Neu. 
& ss 201—204. 
Die Sätze sind, abgesehen von der. bei mir schärferen — halb 
so großen — Konstanten c beim dritten und vierten, zuerst von 


Herrn Schmidt (1) bewiesen; die vorliegenden, wesentlich einfacheren 
Beweise sind von mir. Ich führe hier ausführlicher aus, was ich 
in 21, S. 544—546, für den Kenner der Schmidtschen Arbeit vıel . 
kürzer skizzieren konnte. 
$ 205. 
In dieser Einleitung zum sechsten Buch sind alle erforderlichen 


Zitate angegeben. 
58* 
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S 206. 
Jensen 1, 70—71. 2 
Ss 207. 


Cahen 3, S. 89—91. Die eine Hälfte des Satzes 5 war schon 
von Herrn Jensen (3, S. 835) bewiesen worden. 


$ 208. 
Cahen 3, S. 82—84 und 9. 


$ 209. 


Satz 10: Dedekind bei Dirichlet 17a, 5. 410—414. Se 11: 
Cahen 3, 8. 86—87. Satz 12: Perron 1, S. 106—109. Satz 13: 
Fast Feb 

s 210. 


Dirichlet 17a, 3. 243 —244 und 414. 


$ 211. 
Sätze 16 und 17: Perron 1, S. 106—113. Satz 18: Neu. 


ss 212—213. 

Landau 33, S. 81—88 und 133—134. Der statt Satz 19 bewiesene 
allgemeinere Rähenene über die nen S ist von Stieltjes (3, 
Sr 210-213). 

ss 214—216. 

Spezialfall A, =logn: Landau 33, S.111—117; drei dieser sechs 
Sätze 20—25 (nämlich die Sätze 21—23) waren für A, — logn schon 
von Stieltjes (2, S. 369; 3, S. 215) ohne Mitteilung seines Beweises 
ausgesprochen worden. Allgemeiner Fall: Neu. 


8 217. 

Sätze 26 und 27: Ausführung einer brieflichen Mitteilung des 
Herrn Phragmen vom August 1907, welche mein Desideratum auf 
5. 135, Z. 9 v. u—S. 134, Z.1 v. o. der Arbeit 33 erfüllte; ich hatte 
dort auf 5. 132—133 nur funktionentheoretisch den Satz 27 im Spe- 
zıalfall A,—=logn bewiesen. Inzwischen haben die Herren Riesz (2, 


S. 20) und Bohr (2, 8. 255) unabhängig beide Sätze gefunden und 


publiziert. Satz 28: Neu; im Spezialfall A =logn: Landau 33, 
S. 136. 


7 
ya 
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8 218. 


Stieltjes bewies in der zu $ 77 genannten Arbeit noch viel ge- 
nauere Abschätzungen über die Gammafunktion. 


$ 219. 
Landau 34, S. 264—265. 


$ 220. 
Landau 34, S. 265—266. 


ss 221—222. 
Hadamard 6, 5. 60—63. 


SS 223— 226. 

Ich habe (34, S. 269—291) zuerst die Gültigkeit der Hadamard- 
schen Mittelwertsformel über das absolute Konvergenzgebiet hinaus 
bewiesen; die vorliegenden Sätze, von Satz 35 an, rühren jedoch von 
Herrn Schnee her und erweitern den durch mich festgestellten Be- 
reich. Um die sukzessiven Schritte an einem typischen Beispiel deut- 
lich zu machen, so ist im Falle b), = O(1) die Gültigkeit der Formel 


ei 6) oo 
. { | s b 2 ıd [* 
lım Fr ji > we di= > i n 
W=8 20 | nRrtil n2P 
—o n=1 


a! 





durch Herrn Hadamard für $ > 1 bewiesen, alsdann a mich für 
>! 
größtmöglichen Gebiet, in welchem die Konvergenz der Reihe rechts 
gesichert ist. Die Sätze und Beweismethoden von Herrn Schnee 
entnehme ich dem mir freundlichst von ihm zur Verfügung gestellten 
Manuskript seiner demnächst erscheinenden Abhandlung: Über Mittel- 
wertsformeln in der Theorie der Dirichlet’schen Reihen. 
Übrigens wird dort, desgl. von mir a. a. O., die Untersuchung nur für 
den Spezialtypus A oem durchgeführt. 





und jetzt durch Herrn Schnee für ß SB —, also in dem 


2? 


8 227. 
Landau 34, S. 294—297. 


8 228, 


Die Mittelwertsformeln für &(s) und &”(s) sind zuerst von mir 
(34, S. 292 — 294) in Teilen des Divergenzbereiches bewiesen worden; 
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dies Gebiet wurde von Herrn Schnee in seinem zu $$ 223—226 ge- 
nannten Manuskript im Sinne des Textes erweitert. Die benutzte 
Abschätzung der Zetafunktion verdankt man Herrn Mellin (2, S. 47 
bis 49). 

ss 229— 230. 

Diese Sätze 43—45 stehen implizite bei Herrn Perron (1, S. 96 
bis 98). 

8 231. 

In einem bestimmten Fall (f(s) = log&$(s)), der aber der Allge- 
meinheit nichts nachgibt, hatte Riemann (la, S. 675—676; 1b, S. 
140; le, S. 149; 2a, S. 12—13; 2b, S. 170—171) den Satz 46 aus 
der sogenannten Fourierschen Integralformel 


5 lim (gie + 1) + 9@— I) — [au /9(B) cos u(ß — a)dB 
=+ Sur 


geschlossen. Das war kein Beweis; denn für die Gültigkeit der 
Fourierschen Formel waren noch keine hinreichenden Bedingungen 
festgestellt worden. Riemanns Begründung wurde erst 1833 dadurch 
streng, daß Herr C. Jordan (Cours d’Analyse, 1. Aufl., Bd. 2, 
S. 224-226) solche hinreichenden Bedingungen aufstellte, welche den 
Riemannschen Fall umfassen. Ein direkter Beweis des Satzes 46 ist 
dann von Herım Phragmen (2, S. 741— 744) angegeben worden. 


S 232. 
Hadamard 9, 5. 528—329. 


8 233. 
Perron 1, 114—125. Für meine, durch das Vorangehende vor- 
gebildeten Leser konnte ich den Perronschen Beweis des Haupt- 
resultates (Satz 48) sehr zusammenziehen. 


8 234. 


Das erstgenannte Beispiel zum Beweise des Satzes ist von mir 
(nach einer brieflichen Mitteilung publiziert bei Herrn Perron 1, 
S. 129), das zweitgenannte von Herrn Perron (1, S. 125—129). 


8.235. 


Die Fragestellung ist zuerst von mir mit Erfolg bearbeitet, und 
es hat zuerst ein Satz von mir in 34, S. 252—253, in dieser Rich- 
tung einiges beantwortet. 
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| S 236. 
Schnee 2. 


8 237. 

Erster Hilfssatz: Phragmen und Lindelöf, Sur une extension 
d’un principe classique de l’Analyse et sur quelques pro- 
prietes des fonctions monogenes dans le voisinage d’un point 
singulier, Acta Mathematica, Bd. 31 (8. 381—406), 8. 382; 1908. 
Zweiter Hilfssatz: Lindelöf 5, S. 346— 948. 


$ 238. 


Satz 54 im Falle O<k< 1: Schnee 2; im Falle >]1: Lan- 
dau 46, S. 124—130 und 149—150. Satz 55: Landau 46, 8. 130 
bis 132 und 150. Satz 56: Mündliche Mitteilung von Herrn Bohr. 
Satz 57: Unmittelbare Folgerung aus den Sätzen 54 und 55. 


8 239. 

Neu; die nach dem Beweise des Satzes 60 angegebene direktere 
Begründung eines Spezialfalls verdanke ich einer mündlichen Mit- 
teilung von Herrn Bohr. 

.$ 240. 

Einleitender Satz über &(s): Lindelöf 5, S. 346—348. Weiteres: 

Reproduktion einer früheren Untersuchung von mir (34, S. 262—264) 


unter Benutzung des inzwischen entdeckten Satzes 54 und jener 
Lindelöfschen Abschätzung. 


SS 241— 242. 
Neu. 


$ 243. 
Landau 21, S. 536—537. 


g 244. 


Hadamard 4, S. 202; die vorliegende Beweisanordnung schließt 
sich an Herrn Mertens (9) an. 
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